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Vorrede, 



Das im ersten Theile vorliegende Lehrbuch der Tech- 
nischen Mechanik wird vier Theile umfassen: 

1) Statik der starren Systeme, 

2) Grundzüge der Dynamik, 

3) Theorie der Elasticität und Festigkeit, 

4) Hydraulik. 

L> Die beiden ersten Theile sind von dem Unterzeichneten 

*- allein bearbeitet. Den vierten, mehr technischen Theil hat 

^ Herr Ingenieur Oscar Smreker in Mannheim für sich über- 

nommen. Für den dritten Theil hat Herr Smreker die Freund- 
lichkeit gehabt, Beiträge zuzusichern. 

Die drei ersten Theile sind hervorgegangen aus den Vor- 
lesungen, welche der Unterzeichnete seit einer Reihe von 
Jahren an der Grossh. Technischen Hochschule zu Darmstadt 
über Technische Mechanik, Graphische Statik und Analy- 
tische Mechanik gehalten hat. 

Das vorliegende Lehrbuch ist wesentlich für Technische 

Hochschulen bestimmt. Es soll die Mechanik in dem Umfange 

i umfassen, wie er sich an denselben empfehlen möchte. Weiter- 

5 gehende theoretische Betrachtungen sind vermieden. Anderer- 

seits sind technische Beispiele nur insoweit gebracht, als die* 

138194 
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selben für das Verständniss der Theorie erforderlich erschienen. 
Die Methoden der von Ciilmann geschaffenen Graphischen 
Statik sind dem Zwecke des Buches entsprechend aufge- 
nommen. 



Darmstadt, im Mai 188G. 



Lebrecht Henneberg. 
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1. ABSCHNITT., 

Die Zusammensetzung von Kräften. 



§ 1. 

Einleitung. 

Die Hauptaufgabe der Statik besteht in der Zusammen- 
setzung und Zerlegung von Eräften, welche an einem starren 
Systeme angreifen. 

Ist es möglich die Kräfte Pj, Pg, . . ., Pn in ihrer Wirkung 
zu ersetzen durch die eine Kraft P, so soll dieselbe als die 
Eesultante der Kräfte Pj, Pg, . . ., Pn bezeichnet und umge- 
kehrt sollen Pj, Pg, . . ., Pn die Comp.onenten von R genannt 
werden. 

Der Kraftbegriff sei aus der Physik als bekannt voraus- 
gesetzt. 

Eine Kraft P ist bestimmt durch den Angriffspunct, 
die Sichtung und die Grösse (Intensität). Hieraus ergibt 
sich eine analytische und eine graphische Darstellung der Kräfte. 

Analytisch wird eine Kraft P fixirt sein durch die Coor- 
dinaten x, y, 2 des Angriffspunctes, die Winkel a, ß, 7, welche 
die Richtung mit den positiven Seiten der Coordinatenaxen 
einschliesst, und durch eine unbenannte Zahl n, welche angibt, 
wie viele Krafteinheiten die betreffende Kraft enthält. 

Als Krafteinheit wird in der Begel das Kilogramm voraus- 
gesetzt. 

Zur graphischen Bestimmung ist es nothwendig irgend 
eine begrenzte Strecke a als Maass für die Kräfte einzufahren, 
so dass also eine Kraft von n Krafteinheiten durch eine Strecke 
von der Länge n . a dargestellt wird. Die Kraft mit dem An- 

Hennebergy Statik der starren Systeme. 1 
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griffepuncte x^ y, Zj der Grösse von n Krafteinheiten und den 
Winkeln a, ß, y» die sie mit den Coordinatenaxen einschliesst, 
ist dann gegeben durch eine Linie von der Länge n a, welche 
von dem Angriffspuncte x, y^ z aus in der durch a, ß, 7 fixirten 
Bichtung der Kraft gezogen wird. 

Stellt die Strecke Ä B eine Elraft dar, so kann ein Zweifel 
darüber entstehen, welcher der beiden Endpuncte A und B 
als Angriffspunct anzusehen ist. Um diese Zweideutigkeit auf- 
zuheben, ist es üblich bei einer solchen Strecke Ä B die Sichtung 
der Kraft durch einen Pfeü oder durch Umgebung des Angriffs- 
punctes mit einem kleinen Binge zu fixiren. 



A 

G- 



Fig. 1. 

Nachdem so die Kräfte in doppelter Weise dargestellt sind, 
lässt sich die Zusammensetzung der Kräfte sowohl graphisch 
wie analytisch bewerkstelligen. Die analytischen und graphischen 
Methoden sollen neben einander entwickelt werden, da sie von 
den nämlichen Principien ausgehen, und da die eine Methode 
sich vielfach aus der anderen durch eine directe Uebertragung 
ergibt. 

Um die Grundlagen fär die Zusammensetzung der Kräfte 
zu erhalten, ist es zweckmässig folgende Sätze der Erfahrung 
zu entnehmen. 

1. Hauptsatz: Zwei gleicli grosse, aber entgegen- 
gesetzt gerichtete Kräfte, welche an demselben Puncte an- 
greifen, heben sich auf (halten sich das Gleichgewicht). 

2. Hauptsatz: Zwei Kräfte Pund Q, welche in der- 
selben geraden Linie liegen und den nämlichen Angriffs- 
punct A besitzen, lassen sich ersetzen durch eine einzige in 
A angreifende Kraft R als Resultante, deren Richtung mit 
der der grösseren der beiden Kräfte P und Q überein- 
stimmt und deren Grösse gleich ist der Summe oder der 
Differenz der beiden Kräfte P und Q, je nachdem die- 
selben die nämliche oder die entgegengesetzte Richtung 
besitzen. 

8. Hauptsatz: Zwei Kräfte P und Q mit demselben 
Angriffspuncte, die einen Winkel a mit einander einschlies- 
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f^sen, lassen sich ersetzen durch eine Kraft 22 als Besultante, 
^welche der Grösse und Richtung nach durch die Diagonale 
des aus P und Q construirten Parallelogrammes darge- 
stellt ist (Satz vom Parallelogramm der Elräfte). 

4. Hauptsatz: Der Angriffspunct einer Kraft kann 
beliebig in der Bichtung der Elraft verschoben werden. 

Die drei ersten, sich auf Elräfte mit demselben Angriffs- 
puncte ^beziehenden Hauptsätze gelten stets, der vierte ist da- 
gegen an die Bedingung geknüpft, dass die Kräfte an einem 
" starren Systeme angreifen. 

1. Capitel. 

Zusammensetzung von Kräften mit demselben 

Angriffspunct. 

§ 2. 
Kräfte in der Ebene mit demselben Angriffspunct. 

j Die gegebenen und zusammenzusetzenden Kräfte sollen 
^nächst in einer geraden Linie Uegen. Es ist zweckm^sig 
den gemeinsamen Angriffspunct als Nullpunct, die eine Seite 
dieser Geraden als die positive, die andere als die negative auf- 
zufassen und demgemäss eine Kraft, die in positiver Bichtung 
wirkt, als eine positive, eine Kraft, die in negativer Richtung 
wirkt, als eine negative einzuführen. Die beiden ersten Haupt- 
sätze werden dann lauten: 

Zwei Kräfte mit demselben Angriffspnncte nnd in der 
nämlichen Oeraden stehen im Oleichgewichte, wenn die 
algebraische Summe der beiden Kräfte verschwindet. 

Die Resultante R zweier Kräfte P und Q mit dem- 
selben Angriffspnncte und in der nämlichen Geraden ist 
gleich der algebraischen Summe 

R = P+Q 
der beiden Kräfte. 

Sind die beiden Kräfte P und Q graphisch, also durch 
Strecken dargestellt, so ist die Resultante gleich der Summe 
dieser Strecken. 

1* 
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Die beiden genannten Hauptsätze lassen sich ohne Weiteres 
auf eine beliebige Anzahl von Kräften mit demselben Angriffs- 
puncte, die in der nämlichen Geraden sich befinden, erweitem: 3^ 

Eine beliebige Anzahl von Kräften P{ in der nämlichen 
Geraden und mit demselben Angriffspuncte steht im Oleich- 
gewichte, wenn die algebraische Summe der Kräfte 

verschwindet. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so stellt 
die algebraische Summe der Kräfte die Resultante R nach 
Grösse und Richtung dar 

1. R = lPi. 

Sind zwei Kräfte P^ und Pg gegeben mit demselben An- 
griffspuncte, welche einen Winkel a mit einander einschliessen, 
so ist die Resultante R durch den Satz vom Parallelogramm 
der Kräfte vollkommen bestimmt. Für die Grösse der Resultante 
und die Winkel f und f^, welche sie mit den beiden Compo- 
nenten Pj und P^ bildet, ergeben sich die Formeln: 



2. < 



E= VP/ + ^2' + 2Pi P, cosa, 



sin ?> = -^ sin a, 

P 
sin ^ = ^ sin a ; 
Jti 

P2 sina 



^ , P sina 



cosa 



> 




Fig. 2. 



cosa 



Ist speciell der Winkel a, den die beiden Componenten 



7C 



P, und P, einscMiessen, gleich ^, so wird 



Ä=VP/ + P,», 



sin<p 



2 



R 



sm(p = ^ =0039. 
Jti 

Die beiden Componenten P, und Pg fallen in dieselbe Gerade, 
wenn a = oder a = ir ist. 



-Jvi\-'4j] + (-|t\^|-5 



'.-\ 
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Für a = 0, also wenn Pj und P^ dieselbe Richtung besitzen, 
folgt aus den Gleichungen 2: 



B= VP/ + P,« + 2P, P,=P, +P,, 

Für a ^ IT, wenn also Pj und Pg entgegengesetzt gerichtet 
sind, ergibt sich: 

i? = Pi — P, , 
? = 0, 

falls P^^ Pg ist, und 

falls P2^ Pi^ d. h. die Resultante hat die Richtung der grösseren 
der beiden Kräfte Pj und Pg und ist gleich der Differenz der- 
selben. 

Sollen Pj und Pg sich im Gleichgewicht befinden, so muss 
die Resultante R verschwinden. Dies ist nur möglich, wenn 
a = IC und P^ = P2- ^^^ dritte Hauptsatz hält die beiden ersten 
als Grenzfälle in sich. 

Wie die Zusammensetzung, so ist auch die Zerlegung einer 
Kraft R in zwei Componenten P^ und Pg mit demselben Angriffs- 
puncte durch den Satz vom Parallelogramm der Kräfte er- 
ledigt. Von den beiden Componenten können hierbei entweder 
die Richtungen, somit die Winkel y und ^ angenommen wer- 
den, dann ergibt sich für die Grössen 

p, = p ^i° * , 

* sina 

p, = p«^??, 

* sina 

wo «==?> + 4^, oder es kann die eine Kraft^ z. B. P^, nach 
Grösse und Richtung vorausgesetzt, also Pj und y gegeben sein. 
In dem letzteren Falle folgt: 

Pg = '^I\^ + R^^^2'RP^~^, 

p 
sin ^ = ^^ sin^. 
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Greifen mehr als zwei Kräfte an dem nämlichen Puncte 
an, so können dieselben ebenfalls stets zu einer einzigen resul- 
tirenden Kraft vereinigt werden. Es sollen sämmtliche Kräfte 
in der nämlichen Ebene sich befinden. Die Grösse und Lage 
der Besultante lässt sich durch successives Zusammensetzen der 
einzelnen Kräftie erhalten. Für die analytische Bestimmung 
ist folgendes Verfahren zweckmässig. 

Der gemeinsame Angriffspunct sei zum NuUpunct eines in 
der Ebene der Kräfte liegenden rechtwinkligen Coordinaten- 
systemes gemacht. Die einzelnen Kräfte seien ausgedrückt 
durch ihre Grössen Pj, Pjj, . . ., Pn und die Winkel a^, a^, . . ., an, 
welche ihre Richtungen mit der positiven Seite der x-Axe ein- 
schliessen. 

^ Jede der Componenten Pi 

•^ lässt sich zerlegen in eine Com- 

ponente: 

JG = Pi cos ai, 

die in die a;-Axe, und eine 
Oomponente: 

Yi = Pi sin ai, 
die in die y-Axe fallt, und 
zwar sind durch die Ausdrücke 
♦ X Axe r " ^P Pi cos a» und Pi sin di diese Com- 
ponenten incl. des Vorzeichens 
Fig. 3^ dargestelltWerdennim sämmt- 

liche Kräfte Xi zu einer Kraft 

3a. X=5:jri = lPiC0sai 

in der a;-Axe und die Kräfte Yi zu einer Kraft 

3b. Y=t ri = SPi Sinai ^ . 

in der t/-Axe vereinigt, so ist damit die Zusammensetzung der 
Kräfte Pi auf die Bestimmung der Resultante der beiden zu 
einander rechtwinkligen Kräfte X und Y zurückgeführt. Für 
die Grösse R der Resultante und den Winkel y, den sie mit 
der positiven Seite der x-Axe einschliesst, folgt: 




4. 



R = VX« + r^ = V(S Pi cos ai)«~-f (S Pi sin ai)^ 

Y 2 Pi sin ai 

X S Pi cos ai 



^gT = -^ = 
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Die Zweideutigkeit, welche dadurch entsteht, daas tg (p für zwei 
sich um 7c unterscheidende Winkel den nämlichen Werth incL 
des Vorzeichens erhält, verschwindet bei besonderer Berück- 
sichtigung der Vorzeichen von Zähler und Nenner. 

SoUen die Kräfte Pi sich im Gleichgewicht befinden, so 
muss jB = sein. Dies ist nur möglich, wenn: 

j X= S Xi = S Pi cos «i = 0, 
^' \ r== L Fi = S Pi sin aj = 0. 

Aus diesen Entwickelungen ergeben sich folgende Sätze: 

Die Componenten der Resultante R der Kräfte P^, 
Pg, . . ., Pn, welche in der nämlichen Ebene liegen und 
denselben Angriffspunct besitzen^ in zwei zu einander 
senkrechten^ sonst aber beliebigen Richtungen sind gleich 
den algebraischen Summen der Componenten der Kräfte 
Pj, Pg, . . ., Pn in diesen Richtungen. 

Kräfte mit demselben Angriffspuncte und in der näm- 
lichen Ebene stehen im Gleichgewichte, wenn die algebrai- 
schen Summen der Componenten der Kräfte in zwei zu 
einander senkrechten, sonst aber beliebigen Richtungen 
verschwinden. 

Es ist ersichtlich, dass diese Sätze auch dann gelten, wenn 
die beiden zu Grunde gelegten Eichtungen keinen rechten, 
sondern einen beliebigen Winkel mit einander einschliessen. 

Auf graphischem Wege kann die Resultante R der in der- 
selben Ebene liegenden und den nämHchen Angriffspunct Ä be- 
sitzenden Kräfte Pj, Pg, . . ., Pn leicht durch successives Zu- 
sammensetzen der einzelnen Kräfte nach dem Satze vom Pa- 
rallelogramm der Kräfte erhalten werden. Dieses Verfahren 
gestaltet sich bei Weglassung aller unnöthigen Linien höchst 
einfach: 

Die Resultante P^ der beiden ersten Kräfte Pj und P^ ist 

bestimmt durch den Eckpunct 2 eines Dreieckes J[l 2, dessen 

Seiten Ä 1 und 1 2 gleich 

und parallel den beiden 

Kräften Pj und P^ sind. 

Werden Von Ä als Anfangs- 

punct aus die Kräfte Pj und 

Pg mit Berücksichtigung 

Fig. 4* 
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ihrer ßichtong an einander angetragen, so stellt die von A 
nach dem Endpnncte der zweiten Kraft gehende Linie die Be- 
sultante R^ der Grösse und Bichtung nach dar. Hierbei ist 
natürlich die Reihenfolge der Eräfte gleichgiltig, da bei Aen- 
derung derselben der Punct 2 sich nicht ändert. 

Die Resultante R^ der drei Kräfte Pj, Pg und Pg ergibt 
sich durch. Vereinigung der Resultante R^ von P^ und P^ mit 
Pg. Die Linie von A nach dem Endpuncte 3 der nach 2 als 
Anfangspunct verschobenen Kraft Pg liefert R^. Bei der Con- 

struction von R^ ist die- 
jenige von Ry überflüssig: 
es ist somit ein Polygonzug 
J. 1 2 3 zu construiren, des- 
sen Seiten sich durch Pa- 
rallelverschiebungen der ein- 
zelnen Kräfte ergeben: 
U1=P,.12=P„23=P8); 
die Schlusslinie A^ des- 
selben stellt die Resultante 
_,. - R^ der Grösse und Richtung 

nach dar. 

Allgemein ist die Resultante R der n Ej-äfte P^, P^, . . ., Pn 
die Schlusslinie An eines Polygonzuges, dessen Seiten durch 
Aneinandertragen der einzelnen Kräfte entstehen. Ein solches 
Polygon wird als Kräftepolygon bezeichnet, es wird ein 
offenes genannt, wenn der Endpunct n, wie dieses im All- 
gemeinen der Fall ist, nicht in den Anfangspunct A fäUt, sonst 
dagegen ein geschlossenes. Sollen die Elräfte Pj, Pg, . . ., Pn 
im Gleichgewichte sich befinden, so muss die Resultante gleich 
Null werden, das Polygon also ein geschlossenes sein. 

Es ergeben sich die Sätze: 

Die Resultante eines Systemes von Kräften mit dem- 
selben AngrifFspuncte und in der nämlichen Ebene ist die 
Schlusslinie des aus den Kräften construirten Kräfte- 
polygones. Die Kräfte stehen im Oleichgewichte» wenn 
das Kräftepolygon ein geschlossenes ist. 
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Liegt das Kräfbepolygon gezeichnet vor, so kann aus dem- 
selben nicht nur die Besultante sämmtlich^r Kräfte, sondern 
auch die ^Resultante einer beliebigen Zahl von Kräften, die im 
Polygone aufeinanderfolgen, entnommen werden. Jede Diagonale 
wird nach dem Anfangspuncte A verschoben die Resultante 
derjenigen Kräfie darstellen, welche 25wischen den betreffenden 
Endpuncten der Diagonale im Kräftepolygon sich befinden. 
So liefert z. B. in der beistehenden Figur die Linie Ab die 
Eesultante der fünf Kräfte P^, P^, Pg, P^, Pg und 1 4 diejenige 
der drei Kräfte P«, Pg, P^. 



3 




Fig. 6* 

Bei der Oonstruction des Kräftepolygones ist die Anord- 
nung der Kräfte gleichgiltig. Die Schlusslinie des Polygones 
ist unabhängig von der Anordnung der Kräfte, wie dieses auch 
sein muss, wenn die Resultante durch die Kräfte eindeutig be- 
stimmt sein soU. 

§3. 
Kräfte im Räume mit demselben Angriffspunct. 

Sind drei Kräfte P^, Pg, Pg mit demselben Angriffspuncte 
A gegeben, welche nicht in einer Ebene liegen, so können zu- 
nächst P^ und Pg zu einer Resultante R^ vereinigt werden. 
Bei Zusammensetzung von Pj mit Pg ergibt sich, dass die 
Resultante B der drei Kräfte P^, P^, Pg die Diagonale ist des 
aus Pj, Pg, Pg als Kanten construirten Parallelepipedon und 
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X 



r' 



zwar die von A nach dem 
gegenüberliegenden End- 
puncte gehende Diago- 
nale. 

Die Resultante dreier 
Kräfte mit demselben 
^ Angriffspuncte, die 

>-y — -y nicht in einer Ebene 



Fig. 7- 



^' y/^ liegen, ist die Diagonale 

des aus diesen Kräften 
als Kanten construirten 
Farallelepipedon (Satz 
vom Farallelepipedon 
der Kräfte). 
Wie dieser Satz zur Zusammensetzung der Kräfbe ver- 
wandt wird, so dient er auch zur Zerlegung einer Kraft in 
drei Componenten, die nicht in einer Ebene liegen, aber den- 
selben Angriffspunct besitzen. 

Sind n Kräfte gegeben, so werde der gemeinsame Angriffs- 
punct zum Nullpunct eines rechtwinkligen räumlichen Coordi- 
natensystemes gewählt und jede der n Kräfte bestimmt durch 
ihre Grösse F\ und die Winkel ai, ßi, 71, welche ihre Richtung 
mit den positiven Seiten der Coordinatenaxen einscbliesst, wobei 
natürlich die Winkel aj, ßi, 7» durch die Relation verbunden 

sind: 

cos* tti + cos* ßi + cos* 7i = 1 . 

Jede der Kräfte Pi kann nach dem Satze vom Farallel- 
epipedon der Kräfbe in drei Componenten 

X\ = Pi cos tti, 
ri = PiC08ßi, 
Z\ = Pi cos ifi 

zerlegt werden, welche in die drei Coordinatenaxen fallen. 
Durch Vereinigung der in der nämlichen Coordinatenaxe liegen- 
den Componenten ergeben sich drei Kräfte: 

X=SXi = 5:PiC0sai, 
1. < F=S ri = 2PiC0sßi, 

^=SZi = SPiC0STi 



\^ - \ 
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in den Coordinatenaxen, welche nach dem Satze vom Parallel- 
epipedon der Kräfte zusammengesetzt die Itesultante sämmt- 
licher Elräfte bestimmen. Für die Grösse B derselben und die 
Winkel 7, ^, X} ^^ ^^^ ^^ ^^^ Coordinatenaxen einschliesst, 
folgen die Formeln: --N^f ^^I '' A^ 




2. < 



B=V^+r"+2'=V(jrPiCO8ai)*+(^PiC08/öi)*+(-J-PiC0sn)', 1? 



Y 






^ 



co8<I» = ^. :i» "* -^^ 

z ?■ 



fA 



4 






it ryV 




«* w-. 



Sollen die Ejäfbe Pi im Gleichgewichte stehen, so muss 
die ßesultante verschwinden. Dies ist nur möglich, wenn 

{X=5:PiCOsai = 0, 
r=SPiCOsßi = 0, 
^=SPiCOSTi =0, 

d. h. Kräfte im Baume mit demselben Angriffspüncte stehen 

im Gleichgewichte; sobald die algebraischen Summen aus ^ >» ^^ ^ 

den Componenten der Kräfte in drei zu einander senkrechten . v <v r^ "^ 

Bichtungen gleich Null sind. ^ ') §";) 

Bei der graphischen Bestimmung der Resultante kann ^ 

genau dasselbe Verfahren eingeschlagen werden. Zweckmässiger .g ^^ % ^i 

ist es jedoch die im § 2 über das Kräftepolygon hergeleiteten ,1- jt ^j^^ V 
Sätze zur Verwendung zu bringen, welche sich ohne Weiteres I " ^7 3 ! '- 
auf ein System von Kräften mit demselben Angriffspüncte, die . "'" 









nicht in einer Ebene liegen, ausdehnen lassen. Das Polygon -^ ^ ^'\ "-^ ^ ^. " 
ist natürlich in diesem Falle ein räumliches. ' ^ S- -v - ^v' : 



Wird in orthogonaler Projection gearbeitet, so ist es vor- o p '^ 






theilhaft drei Projectionsebenen zu Grunde zu legen, da die ^ ^ '*' - "^ ^ 
dritte Projection eine Controle für die Zeichnung liefert. Jede -^ 
Kraft sei durch die drei Projectionen gegeben. Die Projec- t st ^ 



- r- V. 



!• V. 



<?r> 



tionen des räumlichen Kräftepolygones sind die Polygone aus j* ^^ >l l l\ 
den Projectionen der Kräfte und die Projectionen der Resul- 
tante sind die Schlusslinien dieser drei Polygone. Sollen die 
Kräfte im Gleichgewichte stehen, so jpaüssen die drei aus den 
Projectionen der Kräfte construirten Polygone geschlossen sein 



en ^ <^ ^ • 



C ■ — 






T .fO »\ • 
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- , p" Nv\ In y^ " 



/' 



V' 



Fig. 8* 

In beistehender Figur ist die Resultante der vier Kräfte 
Pi, Pg, Pg, P4 in orthogonaler Projection bestimmt. P/ Pj" P,'^, 
P2' P/' P/', Pa' P«'' P3", P,' P/ P/'' sind die Projectionen 
der vier Kräfte. Die Schlusslinien JB', R'\ BT der in den drei 
Projectionsebenen aus den Projectionen der Kräftie construirten 
Polygone sind die Projectionen der Resultante B. Die Eck- 
puncte des räumlichen Kräftepolygones sind mit 1, 2, 3, 4 
resp. die Projectionen derselben mit 1', 1", 1"' etc. bezeichnet. 

Wird in centraler Projection gearbeitet, so ist die Angabe 
des Centrums nicht nothwendig. .Die Zeichnung ist richtig 
für jedes Centrum. Bei einer anderen Wahl desselben tritt 
eine afBne Aenderung des Elräftesystemes ein. 
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2. Capitel. 

Zusammensetzung yon Kräften in derselben Ebene eines 
starren Systemes mit verschiedenen Angriffspnncten. 

§4. 
Statisches Moment der Kräfte. Sätze Ober Kräftepaare. 

\^ Die Zusammensetzung der Kräfte in derselben Ebene eines 
starren Systemes mit yerschiedenen Angriffspnncten lässt sich 
mit Hülfe des Satzes vom statischen Momente der Kräfte und 
der Sätze über Kräftepaare leicht erledigen. Es sollen deshalb 
diese Sätze zunächst entwickelt werden. 

Bei Festhaltung eines Punctes Ä der Ebene, in welcher 
sich die Kräfte Pj, Pg, . . ., Pn befinden, ist jede dieser Kräfte 
P bestrebt, eine Drehung der Ebene um Ä hervorzurufen. Diese 
Drehung soll als eine positive bezeichnet werden, wenn sie im 
Sinne des Uhrzeigers erfolgt, im anderen FaUe als eine negative. 
Die Intensität der Drehung hängt ausser von der Grösse der 
Kraft P noch von der Entfernung a derselben vom Puncto Ä 
ab. Diese Entfernung a soll der Hebelarm der Kraft P in 
Bezug auf Ä als Drehpunct oder Pol genannt werden. 

Unter dem statischen oder dem Drehmomente ^er Kraft 
P in Bezug auf den Punct Ä als Drehpunct Si^ra das je 
nach dem Drehungssinne mit dem positiven oder dem ne- 
gativen Vorzeichen genommene Product aus Kraft und 
Hebelarm verstanden. 

Abgesehen vom Vorzeichen ist das Drehmoment durch 
den doppelten Inhalt des Dreieckes dargestellt, welches 
den Drehpunct Ä zur Spitze und die Kraft P zur Basis hat. 

Zur Herleitung eines analytischen Ausdruckes für das 
statische Moment der Kräfte soll der Drehpunct zum Nullpuncte 
eines in der Ebene der Kräfte liegenden Coordinatensystemes 
gemacht und die Coordinatenaxen so gewählt sein, dass die 
positive y-Ajie sich durch eine positive Drehung von der Grösse 

^ aus der positiven x-Axe ergibt. Die Ooordinaten des Angriffs- 

punctes einer Kraft P seien x, y^ und a sei der Winkel, welchen 
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die Bichtung der Kraft mit der po8itiven,Seite der rr- Axe ein- 
schliesst, so dass der Endpunct von P <lie Coordinaten besitzt: 

ic' = rc + P,cos ot, 

Sind r, y und r\ f' die Polarcoordinaten der Puncte rc, y und 

x\ y\ so wird das Moment von 
P positiv oder negativ, je nach- 
dem der Winkel (0 = 9' — 9 
zwischen den Grenzen und 
7c oder iMmd 2 ?c sich befindet. 
Daraus folgt, dass das Moment 
von P durch den Ausdruck: 

Jlf ==/•/•' sin ((p' — 9) 

oder, bei Einftlhrung von recht- 
winkligen Coordinaten, durch 

M=xy' — x' y 

incl. des Vorzeichens dargestellt 




Fig. 9- 



ist. Bei Substituirung der Werthe von x' und y ergibt sich: 

la. Jf=P(a;sina — ycosa) 

oder: 
Ib. 



M= Yx — Xy, 

wenn X und Y die Componenten der Kraft P in der Richtung 
der Coordinatenaxen bedeuten. 

Ist nicht der Nullpunct, sondern ein Punct x^^ y^ der Dreh- 
punct, so wird: 

2a. Jf = P [{x — Xq) sin a — (j/ — y^) cos a} 

resp. 
2b. M= Y{x - xj - X{y - y,). 

An demselben Puncte rc, y sollen eine Reihe von Kräften 
angreifen, deren Componenten in der Richtung der Coordinaten- 
axen seien Xj Y-^^ X^ Fg, . . ., Xn Fn. Dann sind die Momente 
dieser Kräfte ftir einen beliebigen Punct x^^ y^ als Drehpunct: 

M^ = Fl (x — x^) — Xi {y — «/oJ, 
-afg = Fa (o; — Xo) '— ^ (y — 2/0), 



ifn = F„ (rr — x^) — Xn{y — y^). 
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Die ßesultante aller dieser Kräfte hat die Componenten: 

Das Moment der Resultante für den nämlichen Drehpunct 

^0, Vo ist: j^^ Y{x — x^) — X{y — y^) 

Daraus folgt: 
3. Jf=Sifi. 

Das Moment der Resultante ist für einen beliebigen 
Drehpunct gleich der Summe aus den Momenten der Com- 
ponenten (Satz vom statischen Momente der Kräfte). 

Stehen die Kräfte P^, P^, . . ., Pn unter sich im Gleich- 
gewichte, so muss die Resultante und somit auch das 



Anmerkung: Für den Satz vom statischen Momente der Kräfte 
lässt sich leicht ein geometrischer Beweis liefern: 

Zwei Kräfte P nnd Q haben als Resultante R die Diagonale des 
aus ihnen construirten Parallelogrammes. Der Drehpunct A sei so ge- 
wählt^ dass die Momente der drei Kräfte P, Q, i2 das nämliche Vor- 
zeichen besitzen. Der Satz wird richtig sein, wenn: 

Es werde gezogen: 

AS\\BC. 
Dann ist: 

AABC=ABCS=/\BES 

= ABED-\-ABES 

= ABED + ABEA. 
Femer ist: 

'aabe=abed-{-abea 

-{-AABD, 
somit: 

AABE=AABC-{'AABD, 

q-^'ä, Fig. 10, 

Haben die Momente von P 
nnd Q verschiedene Vorzeichen, so sind geringe Aenderungen im Be- 
weise erforderlich. 

Der analytische Beweis des Satzes vom statischen Momente der 
Kräfte besitzt grosse Vorzüge vor dem geometrischen. Dieselben haben 
darin ihren Grund, dass analytisch das Moment durch einen einzigen 
Ausdruck incl. des Vorzeichens bestimmt ist. 
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Moment der Resultante verschwinden. Die Summe aus 
den Momenten der Kräfte für einen beliebigen Drehpunct 
ist dann gleich Null. 

Bei dem Beweise dieser Sätze ist vorausgesetzt, dass sämmt- 
Kche Kräfte den nämlichen Angriffspunct besitzen; ihre all- 
gemeine Giltigkeit für verschiedene Angriffspuncte wird später 
folgen. 

Unter einem Kräftepaar werden zwei gleich grosse 
Kräfte verstanden, welche in parallelen Oeraden liegen, 
aber entgegengesetzten Bichtungssinn haben; die Grösse 
der beiden Kräfte wird als Basis, die Entfernung derselben 
als Hebelarm des Kräftepaares bezeichnet. 

Jedes Kräftepaeur ist bestrebt eine Drehung der Ebene, 
in welcher es sich befindet, hervorzurufen. Die Kräftepaare 
in derselben Ebene zerfallen demgemäss in zwei Gruppen: in 
Kräftepaare mit positivem und solche mit negativem Drehungs- 
sinn. Unter dem Momente eines Kräftepaares wird die 
Summe aus den Drehmomenten der beiden einzelnen Kräfte 
für irgend einen Punct der Ebene des Kräftepaares als Dreh- 
punct verstanden. 

Ein Kräftepaar soll gebildet sein durch zwei Kräfte von 
der Grösse P, welche an den Puncten x, y und x\ y' angreifen. 
Die erste Kraft möge mit der positiven Seite der X'Ax.q einen 
Winkel a, die zweite einen solchen a -|- tu einschliessen. Dann 
ist das Drehmoment der ersten Kraft in Bezug auf einen Punct 
Xqj y^ als Drehpunct: 

M^^P {{x — Xq) 8ma — (y — ^o) cos a } , 

das der zweiten: 

M^ = P [{x — Xq) sm (a + 7c) — (y — yj cos (a + n)} 
= — P{(x' — Xq) sin cL^iy— y^) cos a} 

und somit das Moment des Kräftepaares: 

4. M=M^-\- M^ = P[{x — x') sin a — {y — y') cos a} . 

Die Coordinaten des Drehpunctes sind bei Bildung von M 
herausgefallen. Das Moment eines Kräftepaares ist vollkommen 
unabhängig von dem gedachten Drehpuncte. Wird der Dreh- 
punct in einem Puncto der zweiten Kraft, z. B. x\ y\ an- 
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genommen, so wird das Moment der zweiten Kraft verschwinden, 
also das Moment des Kräfbepaares gleich dem Momente der ersten 
Eraft werden. Daraus folgen die Sätze: 

Das Moment eines Eräftepaares ist gleich dem^je nach 
dem Drehungssinne mit dem positiven oder dem negativen 
Vorzeichen genommenen<Producte von Basis und Hebelarm.* 

Abgesehen vom Vorzeichen ist das Moment eines Eräfte- 
paares durch den Flächeninhalt des Parallelogrammes dar- 
gestellt, welches durch die beiden Eräfte bestimmt ist. 

Satz: Zwei Eräftepaare in derselben Ebene können 
vereinigt werden zu einem resultirenden Eräftepaare, dessen 
Moment gleich ist der Summe der Momente der beiden 
Eräftepaare. 

Beweis: Das eine Eräftepaar sei durch zwei gleich grosse, 
aber entgegengesetzt gerichtete Eräfte Pj und Pg gebildet, 
welche in den parallelen Geraden g^ und g^ liegen, das zweite 
Eräfbepaar durch zwei gleich grosse, aber entgegengesetzt ge- 
richtete Eräfte Q^ und Q^i welche in den parallelen Linien l^ 
und l^ liegen. A sei der Schnittpunct von g^ mit Z^, B der- 
jenige von g^ mit l^. Die Momente der beiden Eräftepaare 
seien M^ und M^. 



* Von dem hier entwickelten Satze soll noch folgender Beweis Platz 
finden: 

Die beiden das Kräftepaar bildenden Kräfte P mögen in den beiden 
Geraden g^ und g^ dich befinden. Die Entfernungen des Drehpunctes A 
von diesen beiden Linien seien x^ und x^, die Momente der beiden Kräfte 
M^ und M^, 

Dann muss sein: 

Nun ist: 

Mi = Px^, Jlf, = — PXg, 
also : 

M=Mj^-^ M,= P{x^ — x,) 

und somit, da x^ — x^^=h: 

M=Ph, q,e,d. 

Bei anderer Lage des Drehpunctes A^ sowie 
bei negativem Drehungssinne des Kräftepaares 
ist der Beweis genau in derselben Weise zu fähren. 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 





18 Erster Abschnitt. 

Nach dem Hauptsatze 4 (siehe § 1) können die Angriffe- 
puncte von Pj und Q^ nach Ä, die von Pg und Q2 nach B 
verschoben werden. Die beiden Elräfte P^ und Q^ lassen sich 

dann zu einer in Ä 
angreifenden Kraft B^ 
nach dem Satze vom 
Parallelogramm der 
Kräfte vereinigen, 
-^ ebenso P^ und Q^ zu 
einer in B angreifen- 
den Kraft i?2. Diese 
beiden an die Stelle 
p. ^2 ^®^ gegebenen Kräftie- 

paare tretenden Kräfte 
Pj und P2 hilden zusammen ebenfalls ein Kräftepaar; das 
Moment desselben sei M. Für den Punct B als Drehpunct 
verschwinden die Momente der Kräfte Pg, §g, Pg- Infolge 
davon sind Jlfj, ifa, M gleich den Drehmomenten der drei Kräfte 
P11 Qu ^ fiir den Punct B als Drehpunct, und es wird somit 
zwischen denselben nach dem Satze vom statischen Momente 
der Kräfte die Eelation bestehen müssen: 

was zu beweisen war. 
Ist speciell M=0, 

so fallen die beiden Kräfte R^ und R^ in dieselbe Linie und 
heben sich somit auf. Daraus ergeben sich die Sätze: 

Zwei Eräftepaare in derselben Ebene, deren Momente 
die Summe Null besitzen, heben sich auf. 

Zwei Eräftepaare in derselben Ebene mit dem näm- 
lichen Momente sind einander gleich. 

Bei dem Beweise dieser Sätze ist die Voraussetzung ge- 
macht, dass die Geraden g^^ und g^^ in denen die beiden Kräfte 
des ersten Elräftepaares liegen, nicht parallel sind zu den Geraden 
li und ^2, in welchen die Kräfte des zweiten Kräftepaares sich 
befinden. Es ist jedoch möglich sich von dieser Einschränkung 
frei zu machen, da, wenn g^ und ^g parallel sind zu l^ und ig, 
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an die Stelle des ersten Kräftepaares nach' dem letzten Satze 
ein anderes mit demselben Momente gesetzt werden kann, welches 
durch zwei in zwei nicht mehr zu l^ und l^ parallelen Geraden 
liegende Kräfte gebildet wird. 

Auf mehr als zwei Kräftepaare lassen sich diese Sätze 
sofort erweitern. 

Erftftepaare in der nämlichen Ebene stehen im Gleich- 
gewichte^ wenn die Summe der Momente verschwindet. 

Eräftepaare in derselben Ebene können ersetzt werden 
durch ein einziges resultirendes Eräftepaar in der näm- 
liehen Ebene, dessen Moment gleich ist der Summe der 
Momente aller Eräftepaare. 

§5. 

y^ Analytische Zusammensetzung der Kräfte in derselben Ebene mit verschiedenen 

Angriffspuncten. 

Zusammensetzung von einer Kraft mit einem 
Kräftepaare, Transportiren der Kräfte: Sind in der- 
selben Ebene eine Kraft P und ein Kräftepaar mit dem Momente 
M gegeben, so kann das Kräftepaar durch irgend ein anderes 
mit demselben Momente ersetzt werden, welches in der näm- 
lichen Ebene liegt. Es ist möglich an die Stelle ein Kräfbe- 
paar zu substituiren, welches durch zwei Kräfte R und R^ ge- 
bildet ist, die beide die Grösse der Kraft P besitzen. 

Die eine dieser Kräfte, z. B. R^ , sei so gewählt, dass sie 
in dieselbe Gerade wie P f&Ut, aber entgegengesetzten Richtungs- 
sinn erhält. Dann heben sich 
die beiden Kräfte P und R^ 
gegenseitig weg, und es ergibt 
sich R als Eesultante der Kraft 
P und des Ejräfbepaares mit dem 
Momente M. Das Moment dieser 
Sesultante R in Bezug auf einen p. ^^ 

Punct von P als Drehpunct ist 
= M. 

Eine Kraft P und ein Kräftepaar, die in der nämlichen 
Ebene liegen, setzen sich zu einer restdtirenden Kraft R 
zusammen, welche sich durch eine parallele Verschiebung 

2* 
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von P in dieser Ebene ergibt. Die OrOsse und Richtung 
dieser Verschiebung ist durch die Bedingung bestimmt, 
dass das Moment der Resultante R in Bezug auf einen 
Punct Ä von P als Drehpunct gleich dem Momente des 
Kräftepaares sein muss. 

umgekehrt lässt eine Kraft P sich ersetzen durch die 
nach einem beliebigen Puncte Ä transportirte (d. h. parallel 
verschobene) Kraft P und ein Kräftepaar in der durch A 
und P bestimmten Ebene, dessen Moment gleich ist dem 
Drehmomente von P in Bezug auf den Punct Ä als Dreh- 
punct. 

Zusammensetzung von beliebig vielen Kräften in 
derselben Ebene: Es seien Pj, Pg, . . ., Pn die Grössen von 
n in derselben Ebene gegebenen Kräften, ex^, a^, . . ., an die 
Winkel, welche dieselben mit der positiven Seite der rc-Axe 
einschUessen, x^^ y^, x^ y^j . . ., o^n J/n die Coordinaten der An- 
griffiipuncte. 

Bei Transportirang sämmtlicher E^räfte nach dem Null- 
puncte des Coordinatensystemes tritt an die Stelle einer jeden 
Kraft Pi die nach dem Nullpuncte parallel verschobene Kraft, 
deren Componenten in der Richtung der Coordinatenaxen siad: 

Xi = PiCOsai, 
Yi = Pi sin tti, 

und ein Kräftepaar, dessen Moment gleich ist dem Drehmomente 
der Kraft Pi in Bezug auf den Nullpunct als Drehpunct und 
somit den Werth besitzt: 

Mi = Pi (Xi sin ai — ^i cos ai). 

Sämmtliche so erhaltenen, im Nullpuncte angreifenden 
Kräfte vereinigen sich zu einer einzigen Kraft, die ebenfalls 
im Nullpuncte angreift. Für die Componenten derselben in 
der Richtung der Coordinatenaxen, die Grösse R und den 
"Winkel 9, den sie mit der positiven Seite der o:- Axe einschliesst, 
ergeben sich die Werthe: ^ 




4i 
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X=SPiC08ai, ; Ja /m 






Die Kräftepaare mit den Momenten Mi setzen sich zu einem \ ^ '^ ' ' 
einzigen Elräfbepaare mit dem Momente _ ^ ^ -' ' ' </* 

2. Jf = S jjfi = E Pi (rci sin tti — y» cos ai) 
zusammen. 

Die Kräfte Pi sind jetzt auf eine einzige im Nullpuncte 
angreifende und durch die Gleichungen 1 bestimmte Kraft und 
auf das resultirende Kräftepaar mit dem Momente M zurück- 
geführt. Diese Kraft und das Kräftepaar können nach den 
Entwickelungen im Anfange dieses Paragraphen zu einer re- 
sultirenden Kraft 12 zusammengesetzt werden, welche aus der 
im Nullpunct angreifenden Straft durch eine parallele Ver- 
schiebung entsteht, deren Grösse und Bichtung durch die Be- 
dingung bestimmt ist, daaa das Drehmoment dieser Resultante 
gleich dem Momente M des Kräftepaares sein muss. Das Kräfte- 
system ist auf eine einzige durch die Gleichungen 1 und 2 
gegebene resultirende Kraft zurückgeführt. 

Sind X, y die Coordinaten des Angrif^unctes der Ite- 
soltante, so lässt sich das Drehmoment der Resultante für den 
Nullpunct des Coordinatensystemes als Drehpunct schreiben: 

M=Yco-Xyy 

oder bei Einführung der Werthe von X und Y: 

M= a; . £ Pi sin ai — y . S Pi cos ai . 

Infolge der Gleichung 2 ist somit: 

3. rc . £ Pi sin ai — y . S Pi cos ai = E Pi {xi sin ai — yi cos ai). 

Da jeder Punct der Resultante als Angriffspunct angesehen 
werden kann, so muss diese Gleichung für jeden Punct rc, y 
der Resultante befriedigt werden, also diejenige gerade Linie 
darstellen, in welcher die Resultante liegt. 

.'-4- ' ' ' 



"^^ 
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Der specielle, der Gleichung 3 genügende Punct: 

. I PiiCisinai 

S Pi sin ai 

S Pi j/i cos ai 



4. 



1 



S Pi cos ai 

wird als Mittelpunct des Kräftesystemes bezeichnet. Von 
grösserer Bedeutung ist dieser Punct jedoch erst bei einem 
Systeme von parallelen Kräften. 

Aus Q-leichung 2 lässt sich femer noch ein weiterer wichtiger 
Schluss ziehen. Der Ausdruck: 

£ Pi {Xi sin ai — j/i cos ai) 

stellt die Summe der Drehmomente der Kräfte Pi dar fiir den 
Nullpunct als Drehpunct, während M das Drehmoment der 
Resultante bedeutet. Da der Nullpunct ein vollkommen will- 
kürlicher Punct ist, so folgt aus Q-leichung 2 die allgemeine 
Giltigkeit des Satzes vom statischen Momente der 
Kräfte in derselben Ebene mit verschiedenen An- 
griffspuncten. 

Bei einem Systeme von Kräften in derselben Ebene können 
folgende Fälle auftreten: 

1) Es ist P>>0. Dann lässt sich das Kräftesystem 
auf eine einzige durch die Gleichungen 1 bis 3 bestimmte 
Kraft ziirückführen. In dem speciellen Falle i/ = geht 
diese RestQtante durch den Nullpunct des Goordinaten- 
systemes. 

2) Es ist P = 0, Jf^O. Das Kräftesystem kann er- 
setzt werden durch ein Kräftepaar mit dem Momente M. 

8) Es ist P = und ^=0. Dann existirt Gleich- 
gewicht. Die Bedingung P = ist nur erfüUt, wenn: 

X=0 und r=0. 

Die Bedingungen für das Gleichgewicht der Kräfte Pi sind daher: 

{S Pi cos ai = , 
S Pi sin ai = , 
I Pi {x{ sin ai — yi cos ai) ^ ; 

d. h. Soll ein System von Kräften in derselben Ebene mit 
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yerschiedenen Angriffspuncten im Oleichgewichte stehen, 
so mttssen die Summen der Gomponenten der Kräfte in 
zwei zu einander senkrechten, sonst aber beliebigen Rich- 
tungen verschwinden und ausserdem die Summen der Dreh- 
momente für irgend einen Punct als Drehpunct. 

Ist die Summe der Drehmomente der Kräfte für einen 
Punct A als Drehpunct gleich Null, so kann, falls nicht Gleich- 
gewicht herrschen soll, sich nur eine durch A gehende Kraft 
als Resultante ergeben; ist die Summe der Drehmomente für 
zwei Puncto A und B gleich Null, so wird die Resultante in 
der Verbindungslinie A B liegen. Verschwindet jetzt ausserdem 
noch die Suihme der Momente für einen dritten, nicht in der 
Geraden A B liegenden Punct (7, so ist nur Gleichgewicht des 
Kräflesystemes möglich. 

Die Bedingung für das Gleichgewicht der Kräfte in der 
Ebene mit verschiedenen Angriffspuncten lässt sich daher auch 
so aussprechen: 

Kräfte in derselben Ebene mit verschiedenen Angriffs- 
puncten stehen im Gleichgewichte^ wenn die Summen der 
Momente für irgend drei Puncto gleich Null sind^ die nicht 
in einer geraden Linie sich befinden. 

Specialisirung für parallele Kräfte: Liegen sämmt- 
liche Kräfte in parallelen Geraden, so haben die "Winkel ai nur 
zwei von einander verschiedene Werthe a und a -\- i:. Es ist 
dann zweckmässig, anstatt mit dem Winkel a -f- ^ zu operiren, 
die Kräfte, welche diesen Winkel mit der positiven Seite der 
X'Axe einschliessen, als negative einzuführen, was gestattet ist, 
da Pi nur in den Verbindungen Pi cos ai und Pi sin ai vorkommt. 
Die Gleichungen 1 bis 4 gehen dann über in: 

'X= cosa. SPi, 
Y'=eina.L Pi, 
P = SPi, 



la. 



2a. M= sin a . 2 Pi xi — cos a . S Pi «/i , 

3 a. a; sin a . I Pi — 2/ cos a . I Pi = sin a . S Pi oJi — co^ a . 2 P\ y\ , 
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c = 

4a. 






Bei einem Systeme von parallelen Kräften in derselben 
Ebene können folgende Fälle auftreten: 

1) Es ist IPi^O. Dann reducirt sich das Kräfte- 
System auf eine den Kräften parallele Resultante, deren 
Grösse gleich der algebraischen Summe ist sämmtlicher 
Kräfte, und deren Lage sich aus dem Satze vom statischen 
Momente der Kräfte ergibt. 

In den Coordinaten 4 a des Mittelpunctes der Kräft^e, durch 
welchen die Kesultante gehen muss, kommt der Winkel a gar 
nicht vor; der Mittelpunct bleibt derselbe bei Aenderung von a. 

Wenn bei einem Systeme von parallelen Kräften in 
einer Ebene, für welches £ Pi ^ , die AngrifPspuncte fest- 
gehalten und die Kräfte um dieselben gedreht werden, aber 
so, dass sie sich stets parallel bleiben, so dreht sich die 
Resultante um den Mittelpunct des Kräftesystemes. 

Dieser Satz ist der Grund, weshalb der durch die G-leichungen 
4 resp. 4 a bestimmte Punct als Mittelpunct des Kräftesystemes 
bezeichnet wird. 

2) Es sei S Pi = 0, also P = 0, und M^O. Es reducirt 
sich das Kräftesystem auf ein einziges Kräftepaar mit dem 
Momente M. 

3) Ist IiPi = und ausserdem M=^0, so, existirt Gleich- 
gewicht. 

Beispiel: Es sollen zwei parallele und kein Kräfte- 
paar bildende Kräfte Pund Q zusammengesetzt werden. 

Haben P und Q dieselbe Kichtung, so ist die Resultante 
gleich der Summe der beiden Krälfte und ihre Richtung stimmt 
mit der von P und Q überein; haben P und Q verschiedene 
Richtungen, so ist die Resultante gleich der Differenz der beiden 
Kräfte und ihre Richtung ist diejenige der grösseren Kraft. 
Die Lage der Resultante ist in beiden Fällen durch den Satz 
vom statischen Momente der Kräfte bestimmt. Bequem ist es 
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den Drehpunct in der Besultante anzimehmen, da filr einen 
solchen Ponct das Moment der ßesoltante und somit die Summe 
aus den Momenten der Eräfbe P und Q gleicli Null sein muss. 

1) Die beiden Kräfte sollen dieselbe Richtung besitzen. 
Dann ist: R = P+Q. 

Die Entfernungen der Besultante von den beiden Com- 
ponenten seien p und q. 

Die Besultante liegt zwischen den 
beiden Kräften P und Q, da nur für 
einen solchen Punct die Summe aus 
den Momenten von P und Q gleich 
Null sein kann. Für die Hebelarme 
p und q ergibt sich: 



oder: 



Pp-Qq = 0, 
P:Q==q:p. 



R 



Ist speciell P= ^, so wird p=^q* 



Fig. 14^ 



R 



Q 



2) Die beiden Kräfte haben entgegengesetzte Eichtung. 
Dann ist: 

Ä = P-(?, 

wenn P"^ Q, und es hat B die Bichtung 
von P, Die Besultante liegt ausserhalb der 
beiden Kraft» P und Q und zwar auf der 
Seite der grösseren Kraft P. Sind wieder 
p und q die Abstände der Besultante von 
den Kräftien P und Q^ so ergibt sich: 

Pp-Qq = 0, 
oder: 

PiQ = q:p, 

In beiden Fällen verhalten sich die 
Kräfte umgekehrt wie die Hebelarme. 

Der Mittelpunct des Kräftesystems liegt 
auf der Verbindungslinie der Angriffspuncte ^ig- ^^* 

von P und Q. 
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§ 6. 

Graphische Zusammensetzung der Kräfte in derselben Ebene mit verschiedenen 

Angriffspuncten. Erste Methode. 

Die graphische Zasammensetzung der Kräfte in derselben 
Ebene mit verschiedenen Angriflfspuncten lässt sich gedanklich 
genau in derselben Weise durchführen, wie die analytische: 
Werden sämmtliche Kräfte Pi nach dem nämlichen Puncte A 
transportirt, so treten an deren Stelle die nach Ä verschobenen 
Kräfte Fi und eine Eeihe von Kräftepaaren, deren Momente 
gleich sind den Drehmomenten Mi der Kräfte Pi in Bezug auf 
den Punct A als Drehpunct. Die nach A verschobenen Kräfte 
ergeben eine in A angreifende Eesultante Ä, welche durch die 
Schlusslinie des Kräftepolygones dargestellt ist der Grösse und 
Richtung nach. Die Kräftepaare erzeugen zusammengesetzt 
ein einziges Kräftepaar, dessen Moment M gleich ist der Summe 
der Momente Mi: 

Zur graphischen Ausführung dieser Summation der Momente 
empfehlen sich folgende Verfahren: 

1) Die Momente der Kräfte Pi werden alle auf den näm- 
lichen Hebelarm h reducirt, d. h. ersetzt durch die Momente 



\ 



/i 




Fig. 16. 



von Kräften nn, die sämmtlich den 
Hebelarm h in Bezug auf A be- 
sitzen. 

Um A als Centrum werde ein 
Kreis mit dem Eadius h geschlagen, 
der Schnittpunct Pi desselben mit der 
Elraft Pi, resp. der Verlängerung der- 
selben zum Angriffspuncte gemacht 
und dann Pi in eine radiale Com- 
ponente Pi Pi und eine tangentiale 
Pi Ci zerlegt. Nach dem Satze vom 
statischen Momente der Kräfte ist 
das Moment von Pi gleich der Summe 
der Momente von PiPi und Pi d. 
Das Moment von Pi Pi ist gleich Null. 
Das Moment Mi der Kraft Pi ist da- 



Die Zusammensetzung von Kräften. 



27 



. her gleich dem Momente der Kraft Bi Ci, welche den gegebeneu 
Hebelaxm h in Bezug auf A besitzt. Es ist: 

mi = BiCi. 

Wi ist die Projection der Kraft Pi auf die Tangente in JBi. 

Bei "Weglassung aller die Zeichnung verwirrenden und 
unnützen Linien gestaltet sich die Construction in folgender Art: 

Es ist an Pi das Lineal anzulegen und so der Schnittpunct 
Pi mit dem Kireise zu markiren. Wird dann durch den einen 
Endpunct von Pi die Parallele zu dem Itadius A Pi gezogen, so 
stellt der Perpendikel vom zweiten' 
Endpuncte auf dieselbe die gesuchte 
Kraft nii der Grösse nach dar. Es 
ist dann 

wo je nach dem Drehungssinne von 
Pi auf der rechten Seite der Glei- 
chung das positive oder das ne- 
gative Vorzeichen zu nehmen ist. 
Sind auf diese Weise sämmt- 
liche Momente Mi auf den ange- 
nommenen Hebelarm h gebracht, so 
ergibt sich: M=h.Z±mi. 




Fig. 17* 



Es ist das resultirende Moment Jlf zurückgefiihrt auf das Moment 

einer Kraft: ., . 

l±Mi, 

welche den Hebelarm h besitzt. Das resultirende Moment M 
ist positiv oder negativ je nach dem Vorzeichen von ^±mi. 

2) Die Momente der Kräfte Pi sollen aUe auf die nämliche 
Basis H reducirt, d. h. ersetzt werden durch die Momente von 
Kräften, welche dieselbe und angenommene Grösse H besitzen. 

Es sei durch Ä eine horizontale Gerade g gezogen und jede 
der Kräfte Pi zerlegt in zwei Componenten, von denen die eine 
horizontal ist, die Grösse H besitzt und die Richtung der ne- 
gativen Seite von g. Das Moment von Pi ist dann gleich der 
Summe aus den Momenten der beiden Componenten Qi und H. 
Wird nun durch Ä eine Parallele zu Qi gezogen, dieselbe zum 
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Schnitt mit Pi, reep. deren Verlängerung gebracht und nach 
diesem Schnittpunote Bi als Angriflfepunct die Kraft Pi und 

demgemäss auch Qi und H ver- 
schoben, so verschwindet das Moment 
von ^i, und Mi wird gleich dem Mo- 
mente der nach Pi parallel ver^ 
schobenen Kraft H. Der zugehörige 
Hebelarm ist gleich dem Abstände 
Ai des Puntes Pi von der Geraden g. 

Es ist: 
Mi = ±Hhi. 




^ 



rig. 18* 

ergibt sich: 



Nach Durchftlhrung dieser Con- 
struction för sämmtliche Kräfte Pi 



Jlf=if.S±Ai. 

Es ist das resultirende Moment zurückgeftihrt auf das Moment 
einer Kraft H, welche den Hebelarm: 

besitzt, wobei der Ausdruck S ± Äi je nach dem Vorzeichen von 
M das positive oder negative Vorzeichen erhält. 

Die Strecken im werden die auf den Hebelarm h und die 
Strecken hi die auf die Basis H reducirten Momente genannt. 

Deks resultirende Kräftepaar, dessen Moment M nunmehr 
graphisch bestimmt ist, setzt sich mit der in Ä angreifenden 

und durch Construction eines Kräftepolygones gefundenen Kraft 
R zu einer einzigen Kraft zusammen, die sich durch eine pa- 
rallele Verschiebung von B ergibt. Die Richtung dieser Ver- 
schiebung ist durch das Vorzeichen von M gegeben, die Grösse 
r derselben wird geftmden durch Beduction des Momentes M 

auf die Basis B: 

M=±Br. 

Lässt sich das Kräftesystem auf eine einzige Resultante 
zurückführen, so muss das Kräftepolygon ein offenes sein; ist 
das Kräftesystem reducirbar auf ein Kräftepaar, so ist das 
Kräftepolygon geschlossen und S ± mi, resp. 2 ± fe von Null ver- 
schieden. Es herrscht Gleichgewicht, wenn das Kräftepolygon 
geschlossen ist und S ± mi = 0, resp. £ ± Äi = 0. 
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Das Moment einer Krafb P in Bezug auf einen Punct Ä 
als Drehpunct ist oben als doppelter Flächeninhalt des Dreiecks 
erklärt, welches den Punct Ä zur Spitze und die Kraft P zur 
Basis hat. Die graphisch gelöste Aufgabe, die Sunune der 
Momente der Kräfte Pi zu bestimmen, ist identisch mit der 
Aufgabe, die Summe der Flächeninhalte derjenigen Dreiecke zu 
finden, welche alle die gemeinsame Spitze Ä und die Kräfle Pi 
als Basis haben, falls die Flächeninhalte positiv oder negativ 
eingefiährt werden, je nachdem die betreffende Kraft einen 
positiven oder einen negativen Drehungssinn besitzt. Die beiden 
angegebenen Constructionsverfahren laufen darauf heraus, aUe 
diese Dreiecke auf eine vorgeschriebene Höhe, resp. eine vor- 
geschriebene Basis zu bringen. Bei dem ersten Verfahren ist 
/^ so zu wählen, dass der mit dem Badius h um Ä geschlagene 
Kreis sämmtUche Kräfte, resp. deren Verlängerungen schneidet. 
Das zweite Verfahren ist keiner ähnlichen Bedingung unter- 
werfen, es hat ausserdem den Vortheil, dass sich aus der Lage 
der Puncte Pi erkennen lässt, welche Momente positiv und 
welche negativ sind. .Werden die Componenten H bei der 
Zeriegung der Kräfte Pi stets nach derselben Eichtung hin 
wirkend angenommen, wie dieses auch vorgeschrieben ist, so 
liegen solche Puncte Pi, die zu Kräften gehören, deren Momente 
das nämliche Vorzeichen besitzen, auf derselben Seite von g. 

Auf Taf. 1 ist die Bestimmung des resultirenden Momentes 
ßXr je vier Kraft» P^, Pj,, Pg, P^ durchgeffthrt nach beiden 
Verfahren. Die Addition der reducirten Momente ist auf den 
Geraden l bewerkstelligt. 

§ 7. 

Graphische Zutammensetzung der Kräfte in derselben Ebene mit verschiedenen 

Angriffspuncten. Zweite Methode. 

Zweckmässiger als die eben entwickelte ist ftir die An- 
wendung eine Methode, die sich ganz direct aus dem Satze vom 
Parallelogramm der Kräfte herleiten Itot. 

Sind die Kräfte Pj, Pa, . . ., Pn gegeben, so kann zunächst 
die Besultante iZj der beiden ersten Kraft« P^ und P, geftmden 
werden. Hierbei ist der Angriflfspunct beider Kräfte nach dem 
Schnittpunct B^ der geraden Linien zu verschieben, in welchen 
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Pi und Pg liegen, und das Kräfteparallelogramm zu construiren. 
Die 80 erhaltene Resultante R^ von P^ und Pg ist in der näm- 
lichen Art mit Pg zu einer Kraft JSg, dann R^ mit P^ zu einer 
Kraft Pg zu vereinigen u. s. w. Die Construction der Resultante 
R der n Kräfte ist auf die n — . 1 malige Bestimmung der Re- 
sultante zweier Kräfte zurückgeftlhrt. 

Diese Kräfte Pj, Pg, . . ., Pn-2, welche die Resultanten 
von Gruppen aufeinanderfolgender Ejäfte darstellen, so P, die 
Resultante von Pj und Pg, Pg die Resultante von P^, Pg, P^ 
TL s. w., werden die Mittelkräfte genannt. Da dieselben schon 
durch das Kräftepolygon der Kräfte P^, Pg, . . ., Pn der Grösse 
und Richtung nach gegeben sind, so gestaltet sich diese Me- 
thode in der Ausfahrung sehr einfach. 

In der beigezeichneten Figur ist die Zusammensetzung für 
die vier in den Geraden Zj, /g, lg, l^ sich befindenden Kräfte 
Pj, Pg, Pg, P^ durchgeführt, deren Grösse und Richtungssinn 
aus dem zugehörigen Kjräftepolygone 012 3 4 zu erkennen ist. 
Die von dem Anfangspuncte des Kräfte- 
polygones ausgehenden Diagonalen werden 
die Mittelkräfte nach Grösse und Richtung 
darstellen, so 2 die Mittelkraft Pj, 3 die 
Mittelkraft P 



^2" 



Die Schlusslinie 
4 bestimmt die 

Resultante P 
(Mittelkraft der 
vier Kräfte P^, 
Pg, Pg, PJ nach 
Grösse und Rich- 
tung. Die erste 

Mittelkraft R^. 
muss als Resul- 
tante von Pi und 

Pg durch den^ 
Schnittpunct B^ 





Fig. 19* 



der Linien ^ und Zg gehen, sie liegt also in der durch Pj zu 2 ge- 
zogenen parallelen Linie g^ ; die zweite Mittelkraft Pg wird als 
Resultante von P^ und Pg durch den Schnittpunct Pg der Linien 
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^1 und Zg gehen, also in die durch ^^ zu 3 parallel gezogene 
Gerade g^ fallen. Die Resultante R sämmtlioher Kräfte liegt als 
Resultante von R^ und P^ in der durch den Sohnittpunct B^ 
von g^ und ?^ zu 4 parallel gezogenen Geraden g^. 

Das von den geraden Linien g^^ g^j g^, in denen die 
Mittelkräfte liegen, gebildete Polygon wird die Mittelkrafts- 
linie genannt. Die Resultante sämmtlicher Kräfte fällt in die 
letzte Seite der Mittelkraftslinie. 

Es ist klar, dass dieses Verfahren zur Bestimmung der 
Resultante vermittelst Construction der Mittelkraftslinie auf 
beliebig viele Kräfte anwendbar ist, es lässt jedoch gänzlich 
im Stich, wenn zufälliger Weise eine der durch gehenden 
Diagonalen des Kräftepolygones, z. B. 3 mit der folgenden 
Seite 3 4 zusammenfällt, weil dann die mit der Mittelkraft 22« 
zu vereinigende Kraft P^ parallel zu derselben wird. Dieser 
Uebelstand kann durch eine Verallgemeinerung der Methode 
vermieden werden. Im Folgenden ist zunächst für zwei Kräfte 
das verallgemeinerte Verfahren erklärt. 

Jede der beiden Kräfte 1\ und Pg werde in zwei Com- 
ponenten P/, P, ", resp. P^', P^" zerlegt, dann P,' mit P^' zu 
einer Resultante Q\ P^" und Pg" zu einer Resultante Q" ver- 
einigt. Die Bestimmung der Resultante R der beiden Kräfte 
Pj und Pg ist auf die Bestimmung der Resultante von Q' und 
Q" zurückgeführt. Bei der Construction können die Angriffs- 
puncte der Kräfte P^ und P^ beliebig in den Geraden, in welchen 
di^ie Kräfte sich befinden, gewählt und ausserdem dürfen die 
Richtungen der Componenten P/, Pj*, P,', Pg" angenommen 
werden. Infolge dieser WiUkürlichkeiten ist es stets möglich 
die Ausführbarkeit der vorzunehmenden Constructionen zu er- 
reichen, selbst für den Fall zweier parallelen Kräfte Pj und Pg. 
Zweckmässig ist es dafür zu sorgen, dass Pj " und Pg ' sich 
gegenseitig vernichten, dann ergibt sich R als Resultante von 
P/ und Pg'. 

Aus den beiden Kräfben P^ und Pg, welche in den Geraden 
Zj und I2 liegen, sei das Kräftepolygon 012 construirt, dessen 
Schlusslinie 2 die Resultante R nach Grösse und Richtung 
bestimmt. Die Kraft P^ =01 werde im Polygon durch Con- 
struction einps Kräftedreieckes Cl in zwei Componenten 
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P/ = C, und Pa' = C 1 und ebenso die Kraft Pg durch Con- 
struction eines Kräftedreieckes 1C2 in zwei Componenten 

P/ = 1C 

und 
P/ = C2 
zerlegt, wo- 
bei es so ein- 
gericbtet ist, 

dass die 
Kräfte Pi " 
und Pg " siöh 





^, 




)^ 



Fig. 20* 



im Kjräfte- 

polygone 

nur durch 

das entgegengesetzte Vorzeichen unterscheiden. NachFixirung 
des Punctes A^ als Angriffspunct von Pj in ij müssen P^ ' und 
Pj " in den durch A^ za C und C 1 parallel gezogenen Geraden 
g^ und g'a liög©ö. Da Pj" und P^*' sich aufheben sollen, so 
werden sie beide in der nämlichen Geraden g^ sich befinden, 
und es ist daher der Schnittpunct A^ von g^ und l^ als Angriffs- 
punct von Pj anzunehmen. Die zweite Componente P^' der 
Kraft Pg Hegt in der durch ^ zu C2 parallel gezogenen 
Geraden g^. Die gegebenen Kräfte P^ und Pg sind auf die 
beiden in g^ und g^ wirkenden Kräfte Pj' und Pg' zurück- 
geftlhrt. Die gesuchte, durch die Schlusslinie 02 des Kräfte- 
polygones der Grösse und Richtung nach gegebene Resultante 
geht durch den Schnittpunct A von g^ und g^ und ist somit 
vollkommen bestimmt. 

Der Punct G wird als Pol des Kräftepolygones, das 
durch die Geraden gr^, gr^, g^ gebildete Polygon, dessen Eck- 
puncte in den Kräften P^ und P^ liegen und dessen Seiten 
parallel sind den Strahlen CO, Cl, (72, als Seilpolygon be- 
zeichnet. Der Angriffspunct A der E>esultante ist der Schnitt- 
punct der beiden äussersten Seiten des Seilpolygones. 

Sind drei Kräfte P^, P^, Pg in den Geraden l^, Z^, lg ge- 
gegeben, so können die beiden ersten Kräfte P^ und P^ durch 
zwei Kräfte von den Grössen C und C 2 ersetzt werden, die 
in den zu diesen beiden Diagonalen parallelen Seiten des Seil- 
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polygones g^ und g^ sioh befinden. Nun ist die dritte Kraft 
Pg in zwei Componenten zu zerlegen, deren erste sich gegen 
die Kraft P^' in 0^3 weghebt. Die eine Componente wird durch 




Fig. 21* 

die Linie 2 C im Kräft;epolygone dargestellt sein, die zweite 
durch (73. Als Angriffepunct von Pg ist der Schnittpunct J3 
von g^ mit l^ anzunehmen. Die drei gegebenen Kräfte Pj, P^, Pg 
sind wieder auf zwei Kräfte zurückgeftlhrt, welche in den 
äussersten zu C und (73 parallelen Seiten g^ und g^ des Seil- 
polygones liegen. Der Angriffspunct Ä der durch 3 der Grösse 
und Sichtung nach bestimmten ßesultante ist der Schnittpunct 
der beiden äussersten Seiten g^ und g^ des Seilpolygones. 

Sind allgemein n Kräfte gegeben, so ist nach Annahme 
eines Poles G ftlr das Kräfliepolygon ein Polygon (das Seil- 
polygon) zu construiren, dessen Eckpuncte in den aufeinander- 
folgenden EjTäfben liegen {Ä^ in der im Kxäftepolygone zuerst 
kommenden Kraft Pj, A^ in der im Kräftepolygone zuzweit 
kommenden Kraft P^, u. s. f.), während die Seiten parallel sein 
müssen den Diagonalen CO, Cl, (72 . . ., und zwar die erste 
Seite parallel der ersten Diagonale CO, u. s. f. Jede der Kräfte 
Pi lässt sich zerlegen in zwei Componenten, die in die beiden 
sich in Pi schneidenden Seiten des Seilpolygones faJlen, und 
die bei diesen Zerlegungen in der nämlichen Seite des Seil' 
polygones sich ergebenden Kräfte werden verschwinden. Das 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 3 
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Kräfbesystem ist zu ersetzen durcli zwei Kräfte, welche in den 
beiden äussersten Seiten des Seilpolygones liegen. Der Angrifi^ 
punct der durch die Schlusslinie des Kräftepolygones der Grösse 
und Richtung nach bestimmten Resultante ist der Schnittpunct 
der beiden äussersten Seiten des Seilpolygones. 

Bei der Construction der Resultante nach dieser allgemeine- 
ren Methode kann der Pol des Kräftepolygones, sowie der erste 
Eckpunct Ä^ des Seilpolygones angenommen werden, es ist 
daher stets möglich es so einzurichten, dass die Schnittpuncte 
der zum Schnitt zu bringenden Linien auf dem Blatte sich 
befinden. Vor der ersten, im § 6 behandelten Methode, hat die 
hier entwickelte grosse Vorzüge: sie fiihrt schneller zum Ziele, 
und es ist durch sie nicht nur die Resultante R sämmtlicher 
Kräftie, sondern gleichzeitig auch die Resultante einer beliebigen 
Anzahl im Kräftepolygone aufeinanderfolgender Kräfte gegeben. 
So wird in beistehender Figur die Resultante der Kräflie P21 Ps» -^4 




Fig. 22* 

durch die Diagonale 14 der Grösse und Richtung nach be- 
stimmt sein, während der Angriffspunct der Schnittpunct B 
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der zu (71 und C4 parallelen Seiten g^ und g^ des Seilpolygones 
sein muss. Die E.esultante R der fClnf Kräfte Pi, Pg, Pg, P^, P5 
ist dagegen der Grösse und Richtung nach durch die Schluss- 
linie 5 des Seilpolygones bestimmt/ und ihr Angriffspunct ist 
der Schnittpunct A der äussersten Seiten g^ und g^ des Seil- 
polygones. 

Bei Bestimmung der Besultante mit Hülfe des Kräfte- und 
Seilpolygones können drei verschiedene Fälle auftreten: - 

1) Das Eräftepolygon ist offen. Dann kann das Eräfte- 
system durch eine einzige Besultante ersetzt werden,, 
welche der Grösse und Bichtung nach durch die Schlüsse . 
linie des Eräftepolygones bestimmt ist, während der An- \ 
griffspunct der Schnittpumct der beiden äussersten Seiten , 
des Seilpolygones ist. 

2) Das Eräftepolygon ist geschlossen. Dann sind die . 
beiden äussersten Seiten des Seilpolygones parallel. Da , 
die Entfernung der beiden zusammenfallenden Endpunct^ ' 
des Eräftepolygones als unendlich klein angesehen werden 
kann, so ergibt sich eine unendlich kleine Eraft, die den 
unendlich fernen Schnittpunct der beiden äussersten Seiten 
des Seilpolygon^ zum Angriffspunct besitzt. Es ist klar, 
dass diese unendlich ferne und unendlich kleine Eraft einem ; 7 
Eräftepaare gleichbedeutend ist. Fällt der Endpunct n des t 
Kräftepoiygones in den Anfangspunct, so ist die Besultante 

S der ersten n — 1 Eräfte durch die Linie (n —1), die nte 
Eraft durch die Linie (^ — 1) des Eräftepolygones dar- 
gestellt. Die Eraft B\ welche durch den Schnittpunct der 
ersten und vorletzten Seite des Seilpolygones geht, bildet , 
mit Pn zusanmien ein Eräftepaar. Auf dieses Erä.ftepaa;i: 
reducirt sich das Eräftesystem. 

Die Construction der Resultante vermittelst des Seil- 
polygones hat darauf geführt, das Kräftepaar als eine unendlich 
kleine Kraft anzusehen, deren Angrifispunct der unendlich ferne 
Punct ist der Geraden, in denen die beiden Kräfte des Kräfte- 
paares liegen. Da nun ein Kräftepaar behebig in der Ebene 
verschoben werden kann, so* muss jeder unendlich ferne Punct 
der Ebene als Angriffspunct dieser unendlich ^ kleinen Kraft 

betrachtet werden können. Es folgt hieraus, dass diese un- 

3* 
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endUch kleine Erafb in der unendlich fernen Geraden der 
Ebene des Kräftepaares liegend anzunehmen ist. 

8) Das Erftftepolygon ist geschlossen^ das Seilpolygon 
ebenfalls, d. h. die beiden ftnssersten Seiten des Seil- 
polygons fallen zusammen. Die beiden Slräfte R' und Pn 
kommen in dieselbe Gerade zu liegen und heben sich auf. 
Das KrAftesystem steht im Gleichgewicht. Die Bedingung 
fOr das Gleichgewicht eines Eräftesystemes in derselben 
Ebene mit willkürlichen Angriffispuncten ist somit: es 
muss das Eräftepolygon und das Seilpolygon geschlossen 
sein. 

Zum Schlüsse dieser Betrachtung soll noch der Grund 
Erwähnung finden, welcher zur EinftLhrung des Namens „Seil- 
polygen" Veranlassung gegeben hat. 

In die einzelnen Seiten eines Seilpolygones seien eine Beihe 
von Stangen gelegt und dieselben in den Eckpuncten des Seil- 
polygones mit einander durch Gelenke verbunden. Die auf die 
Grelenke wirkenden Kräfte Pi können in Componenten zerlegt 
werden, welche in diese Stangen ^llen, und zwar werden sich 
in jeder Stange, mit Ausnahme der beiden äussersten, zwei 
Kräfte ergeben, die sich das Gleichgewicht halten. Trotz der 
Gelenke wird das Stangensystem vollkommen in Ruhe bleiben, 
sobald Kräfte- und SeUpolygon geschlossen sind oder, was auf 
das Nämliche herausläuft^ sobald die in den beiden äussersten 
Stangen übrig bleibenden Kräfte, vielleicht durch Festlegung 
je eines Punctes dieser Stangen, vernichtet werden. Die Grösse 
der beiden Klüfte, die in einer Stange wirken, wird als die in 
dieser Stange herrschende Spannung bezeichnet. Diese KräAe 
sind, je nachdem ob sie von einander weg- 



Fig. 23» 
oder nach einander zu wirken, 



Fig. 24^ 

bestrebt, eine Ausdehnung oder eine Verkürzung der Stange 
hervorzurufen. Im ersteren Falle soll von einer Zugspannung 
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oder von einer Beanspruchung der Stange auf Zug, in dem 
letzteren Falle von einer Druckspannung oder einer Bean-^ 
spruchung auf Druck gesprochen werden. Die auf Zug in 
Anspruch genommenen Stangen können durch Seilstücke Er- 
setzung finden, da Seile Zugspannungen zu widerstehen im 
Stande sind. Sind sämmtUche Stangen auf Zug in Anspruch 
genommen, so kann das Stangenpolygon durch ein Seil ersetzt 
werden. Das Seilpolygon löst die Aufgabe die Q-estalt zu finden, 
welche ein Seil unter dem Einflüsse von vorgeschriebenen 
Kräften annimmt. Diese Erklärung, welche das Seilpolygon 
hier geftmden, war zur Einführung dieser Bezeichnung die 
Ursache und ebenso die zur Benennung der Eckpuncte als 
Knotenpuncte. Sind sämmtliche Seiten des Seilpolygones auf 
Druck in Anspruch genommen, so ist es üblich von einem 
Druckpolygon oder einer Drucklinie zu sprechen. 

§8. 

Beziehungen zwischen den Seilpolygonen, die zu dem nämlichen Kräftesysteme 
gehören, und Bestimmorig des Kräftepolygones aus dem Sellpoiygon. 

Zu einem Kräftesysteme gehören unendlich viele Seil- 
polygone. Aus einem Seilpolygone können andere auf drei 
verschiedene Arten hergeleitet .werden: 

1) Durch Aenderung der Reihenfolge der Kräfte im 
Kräftepolygone: Jede Aenderung der Beihenfolge der Kräfte 
lässt sich auf Vertauschungen zweier neben einander liegenden 
Kräfte zurückführen. Das Kräftepolygon der Kräfte Pi in der 
Anordnung Pj, Pg, ..., Pi-i, Pi,.Pi+i, Pi+2, . . ., Pn unter- 
scheidet sich von dem sich bei Vertauschung von Pi mit Pi+i 
ergebenden Polygone nur dadurch, dass an die Stelle des Punctes 
i der vierte Eckpunct i' des durch i — 1, i, i + 1 bestimmten 
Parallelogrammes tritt. Das Seilpolygon im Falle der ersten 
Anordnung sei Ä^, -4^, . . ., Äi, Ai-^i, ^i+2, . . . Bei der zweiten 
Anordnung folgt auf die Kraft Pi_i die Kraft Pi+i. Der auf 
Ai~i folgende Eckpunct des zweiten Seilpolygones wird sich 
als Schnitt der durch M - 1 gehenden zu G(i — 1) parallelen Seite 
des Seilpolygones mit der Kraft Pi+i ergeben. Dieser Schnitt- 
ptinct sei ^'i+i. Da auf die Kraft Pi+i nun Pi folgt, so ist 
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der folgende Eckponct Äi des Seilpolygones der Schnittpnnot 
der durch Ä\^i zu Gi' parallel gezogenen Geraden mit Pi. Die 
folgenden Seiten des Seilpolygones sind bei beiden Anordnungen 
parallel zn C(i-{-l). Es ist klar, dass diese beiden Seiten und 




Fig. 26* 

damit alle weiteren Seiten der Polygone zusammenfallen, da 
diese Seiten mit der Seite ^i_i Äi sich in der Resultante von 
Pi und Pi+i treffen müssen. 

2) Durch Aenderung des ersten Eckpunctes im Seil- 
polygone: Wird das Kräftepolygon vollkommen ungeändert 
gelassen und beim Seilpolygone nur der Eckpunct ^4^ auf der 
ersten Kraft verschoben, so tritt blos eine parallele Verschiebung 
sämmtHcher Seiten des Seilpolygones auf. 

3) Die interessanteste Aenderung, welche das Seilpolygon 
erfahren kann, ergibt sich bei Verschiebung des Poles C 
des Kräftepolygones. 

Wird zunächst der Pol C nach dem Anfangspuncte des 
Ejäftepolygones verlegt, so werden die Seiten des Seilpolygones 
parallel den von ausgehenden Diagonalen des Kräftepolygones. 
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Das Seilpolygon geht in die schon behandelte Mittelkraftslinie 
über. 

Für das nämliche Kräftesystem imd für dieselbe Anordnung 
der Kräfte sollen zwei Seilpolygone unter Zugrundelegung ver- 
schiedener Pole G und C des Kräftepolygones construirt sein. 
Die Seiten und Eckpuncte des ersten Seilpolygones seien 
9x9 ff2i • • M resp. Ä^, A^^ . . ., die Seiten und Eckpuncte des 
zweiten Seilpolygones g^\ fl^s» • • •» ^ösp. Ä^\ Ä^\ , , . Eckpuncte 
der beiden Polygone, welche in derselben Kraft liegen, also 
z. B. Ai und Ai sollen als entsprechende Puncto der Polygone, 
und die Verbindungslinien entsprechender Puncto als ent- 
sprechende Linien au^efasst werden. 

Dem Kräftesysteme der Kräfte Pi sei einerseits eine durch 
CO der Grösse und Eichtung nach bestimmte und in g^ liegende 
Kraft Qj andererseits eine durch G der Grösse und Biohtung 
nach gegebene und in g^' sich befindende Kraft Q' zugeftigt. 




Fig. 26* 

Das erste Seilpolygon lässt sich dann ansehen als die Mittel- 
kraffcslinie des Kräftesystemes §, Pj, Pg, . . ., Pn, das zweite als 
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die Mittelkrafbslinie des Kräftesystemes Q'j P^, P^, . . ., Pn. Die 
zte Mittelkraft Ri des ersten Kräftesystemes (ßesultante der 
Kr&fte Q^ Pj, Pg, ..., Pi) kann zerlegt werden in die ite 
Mittelkraft Ri des zweiten Kräftesystemes (Besoltante der 
Kräfte Q\ Pj, Pj, . . ., Pi) und in die Resultante S von Q 
und — Q\ Die in einer zu C parallelen Geraden k liegende 
Kraft S wird somit durch den Schnittpunet ^i-|.i der. beiden 
Mittelkräfte iüi und Ä' gehen. Da aber diese beiden Mittel- 
kräfte in den entsprechenden Linien ^i^-i und g\+i der beiden 
Seilpolygone liegen, so folgt der Satz: 

Bei zwei Seilpolygonen, die zu demselben Kräfte- 
Systeme bei der nämlichen Anordnung der Kräfte ge- 
hören, bei welchen aber für das Kräftepolygon verschiedene 
Pole zu Qrunde gelegt sind, schneiden sich die entsprechen- 
den Seiten in Puncten einer zur Verbindungslinie der Pole 
des Kräftepolygones parallelen Geraden. 

Durch die hier entwickelten Sätze sind die Beziehungen 
gegeben, welche zwischen Seilpolygonen, die zu dem nämlichen 
Kräftesysteme gehören, existiren. umgekehrt kann nach den 
Kräftepolygonen gefragt werden, die sich demselben Seilpolygon 
zuordnen lassen. 

Wird ein Seüpolygon durch die Geraden g^, g^ ... ge- 
bildet, so müssen die Eckpuncte des Kräftepolygones aufstrahlen 
liegen, die durch den angenonmienen Pol G gehen und parallel 
den Seiten des Seilpolygones sind. Auf diesen Strahlen können 
die Eckpuncte vollkommen willkürlich gewählt werden. Es 
folgt hieraus, dass die Richtungen sämmtlicher Kräfte und die 
Grösse der ersten Kraft angenommen werden dürfen. Ist das 
Seilpolygon geschlossen, soll also Gleichgewicht bestehen zwischen 
den in den Eckpuncten des Seüpolygones wirkenden Kräften, 
so sind nur die Richtungen von n — 1 der n Kräfte und die 
Grösse einer Kraft beliebig. Die Richtung der wten Kraft ist 
durch die Bedingimg bestimmt, dass das Kräftepolygon ein 
geschlossenes sein soll; sie lässt- sich nach Annahme der Rich- 
tungen der n — 1 übrigen Kräfte ohne Kenntniss der Grösse 
derselben (da bei einer anderen angenommenen Grösse der ersten 
Kraft nur eine ähnliche Aenderung des Kräftepolygones eintritt) 
leicht construiren. 
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Durch diese Betrachtung ist die Frage gelöst nach den 
E[räflen, welche auf ein Seil wirken müssen, damit sich das- 
selbe in Form eines gegebenen ebenen Polygones einstellt. 

§ 9. 
Einige ^mentare Bezieliuogen des Krftftesystemee zum Seilpelygene. 

Die' Eckpuncte eines Seilpolygones seien mit Ä^ A^j . . -^ 
die Seiten mit g^ g^ * > * und die geraden Linien, in denen 
die in Ä^, ^, . . . angreifenden Kräfte P^, P^, . . . liegen, mit 
l^j ^2} * * • bezeichnet. 

Je zwei benachbarte Kräfte, z. B. P^ und P^ in den geraden 
Linie l^ und l^ lassen sich zu einer Kraft Q vereinigen. Die- 
selbe wird durch den Schnittpunct B der beiden Seiten g^ und 
^Tg des Seilpolygones, wie durch den Schnittpunct D der beiden 
Geraden ^ und Zg gehen. Die gerade Linie p, in welcher die 
Kraft Q zu liegen kommt, ist durch die beiden Puncte B und 
D vollkommen bestimmt, sie ist also unabhängig von der Grösse 
der beiden Kräfte P^ . , 
undPg. An die Stelle 

des gegebenen 
Kräft^sy stemes : 

-Ml> -^fl» -^B) • • •» -^^ 

von n Kräften ist ein 
Kräftesystem: 

Qi Pa» P^j • • •> Pn 
von n — 1 Kräften 
getreten. Das Seil- 
polygon des zweiten 
Kräftesystemes ent- 
steht aus dem ge- 
gebenen Seüpolygone bei Weglassung der Seite g^. An die 
Stelle der Knotenpuncte A^ und Ä^ tritt hierbei der Schnitt- 
punct B der jetzt aufeinanderfolgenden Seiten g^^ und g^. 

Durch "Wiederholung dieses Verfahrens lässt sich die gerade 
Linie ermitteln, in welche die Resultante einer beliebigen Gruppe 
von aufeinanderfolgenden Kräften zu liegen kommt. Die Kennt- 
luss der Grösse der Ej:äfte ist hierbei nicht erforderlich. 




Fig. 27- 
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Die Besultante B der drei in li, I2J Ib liegenden Kräfte 
Pj, Pg, Pg wird sich sowohl durch Zusammensetzung der Re- 
sultante von Pj und Pg mit der Kraft Pg, wie durch Zusammen- 
setzung der Resultante von P^ und Pg mit der Kraft Pj er- 
geben. Sind ^daher nach der angegebenen Methode die geraden 
Linien p^ und jpg bestimmt, in denen die Resultante von Pj 
und Pg und die Resultante von Pg und Pg liegt, so wird die 
Resultante R der drei Kräfte Pj, Pg, Pg sowohl durch den 
Schnittpunct Dj der Linien p^ und ig, wie durch den Schnitt- 
punct Dg der Linien Pg und l^ gehen, sie liegt also in der 
Verbindungslinie p der Puncte Dj und Dg. Da aber die Kraft 
B auch durch den Schnittpunct B der Seiten g^^ und g^ des 

Seilpolygones 
gehen muss, so 
werden die drei 
Puncte Dl, Dg, 
B in einer ge- 
raden Linie (in 
p) liegen, was 
auch aus geo- 
. metrischen 
Gründen leicht 
ersichtlich ist. 
Die Resul- 
tante B der vier 

m 4, tg, 6g, 64 

liegenden 
Kräfte, für wel- 
che dieGreraden 

9ii SI2J ffsi Sl4f Sit 
das Seilpolygon 

darstellen, geht jedenfalls durch den Schnittpunct B der beiden 

äussersten Seiten g^ und g^ des Seilpolygones. Die beiden 

Kräfte Pj und Pg ergeben eine, in p^, die beiden Kräft^e Pg 

und P4 eine in p^ sich befindende Resultante. Die gerade Linie 

p, in welcher die Kraft B zu liegen kommt, ist bestimmt als 

Yerbindungslinie des Punctes B mit dem Schnittpuncte D der 

Linie p^ und Pg. Sind die geraden Linien p und p" construirt, 




i . 
'•y 
B 
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in welchen die Resultante der drei Kräfte Pj, Pg, Pg und die 
Eesultante der drei Kräfte P^, Pg, P^ liegt, so muss auch der 
Schnittpunct E^ von p* und l^ und der Schnittpunct E^ von 
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p" und ^1 auf p sich befinden. Die vier Puncte B, B, E^, E^ 
liegen, also in einer geraden Linie. 

In der nämlichen Weise kann die gerade Linie p, in welcher 
die Resultante einer beliebigen Anzahl von aufeinanderfolgenden 
Kräften liegt, geftinden werden, sobald das Seüpolygon gezeich- 
net vorliegt. Es ergeben sich hierbei stets Controlen fftr die 
Zeichnung. 

Jedes Polygon, welches zu dem Seilpolygone g^^ g^, . . . 
der 71 in ^, ?2, . . . liegönden Kräfte P^, P^, . . . in der Beziehung 
steht, dass die aufeinanderfolgenden Eckpuncte Äi\ -4g', . . , 
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in den Geraden l^ Zg, ... sich befinden, während die Seiten 
9i'i Sf2i '" desselben sich mit den gleichvielten Seiten des Poly- 
gones giy fl'g, . . . in den Puncten J5i, B^, . . • einer (Geraden k 
schneiden, ist ein zweites Seilpolygon, welches zu dem näm- 
lichen Kräftesysteme gehört. Ist ein solches weitere Seilpolygon 
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constmirt, so bestimmt dasselbe in Verbindung mit dem ge- 
gebenen Seilpolygone durch die Schnittpuncte der äussersten 
Seiten die gerade Linie, in welcher die Besultante einer Gruppe 
von aufeinanderfolgenden Kräften sich befindet. So wird die 
Eesultante der vier Kräfte P,, P^j P^, P^ in einer geraden 
Linie p liegen, welche durch den Schnittpunct D von g^ und g^ 
und durch den Schnittpunct D' von gi' und g^' bestimmt ist; 
ebenso wird die Resultante der vier Kxäfte Pg, Pg, P^, P^ in 
einer geraden Linie q liegen, welche durch den Schnittpunct 
E von g^ und g^ und durch den Schnittpunct E' von g^' und 
g^' bestimmt ist. 

FäUt speciell die gerade Linie k, auf welcher sich die 
Seiten des zweiten Seilpolygones mit den Seiten des gegebenen 
schneiden sollen, in die erste Seite gi des gegebenen Seilpoly- 
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gones, 80 geht das zweite Seilpolygon Äi, D^ Dg • • • in die 
MittelkrafbBlinie über. Die aufeinanderfolgenden Mittelkräfte 
liegen in den Seiten Pn Pt, Psi P4 ^ - der Mittelkraftslinie. 



'•J-'-- 



^ -. 




Fig. 3L 



Es sei das Seilpolygon g^j 5^2» •• • der w in ^, l^ ... liegen- 
den Ejräfte P^, P^, . . . geschlossen, das Kräftesystem somit im 
G-leichgewichte. Nach den entwickelten Methoden lässt sich 
dann die gerade Linie p oonstmiren, in welcher die Besnltante 
der ersten n — 1 Kräfte sich befindet, und zwar ist hierbei 
die Kenntniss der Grösse der Kräfte nicht erforderlich. Die 
letzte Kraft Pn muss mit der Besultante der übrigen n — 1 
Kräfte im Gleichgewichte stehen, die gerade Linie In muss 
daher in p fallen. Die Bichtung der nten Ejraft ist durch die 
Achtungen der übrigen bestimmt. Da nun die gerade Linie p, 
in welcher die Besultante der ersten n — 1 Kräfte liegt, sich 
auf mannigfaltige Weise construiren lässt, so folgt aus den 
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vorstehenden Betrachtungen eine Fülle von Delationen, welche 
zwischen einem geschlossenen Seilpolygone und den Sichtungen 
der. Kräfte bestehen müssen. 

Beispiel: Das Seilpolygon sei ein Viereck AB CD. 
Die beiden Kräfte P^ und Pg in Z^ und l^ setzen sich zu einer 
Kraft Qi zusammen, welche durch den Schnittpunct E der 
Seiten B C und Ä D, wie durch den Schnittpunct E^ der geraden 
Linien l^ und l^ geht. Die beiden Kräfte Pg und P^ vereinigen 
sich zu einer Kraft Q^j welche durch E und den Schnittpunct 
E2 von Iq und l^ geht. Da Gleichgewicht vorhanden sein soll, 
so müssen die beiden Kräfte Qi und Q^ sich aufheben. Die 
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Fig. 32. 

drei Puncte Ei, E^i E liegen daher auf einer geraden Linie g, 
die beiden Dreiecke AB Ei und CDE^ sind perspectivisch fftr 
den Schnittpunct E der Viefecksseiten A D und i? C als Centrum. 
Ebenso geht die Verbindungslinie des Schnittpunctes Di von 
l und ?4 und des Schnittpunctes Dg von l^ und l^ durch den 
Schnittpunct j?' der Seiten AB und CD. Die beiden Dreiecke 
ADD und BCD^ sind perspectivisch für den Punct F als 
Centrum. 

Beispiel: Das 'Seilpolygon sei ein Fünfeck. Die 
Eckpuncte des Fünfeckes sind mit 1, 2, 3, 4) 5, die geraden 
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Linien, in denen die Kräfte P^, Pg P3, P4, P5 liegen, mit 
hy hl hl hl h bezeichnet. Die Besultante Q^ der Kräfte P^ 
und Pg liegt in einer geraden Linie Pi, welche dnrch den 
Schnittpunct von ^ und h ^^^ dnrch den Schnittpnnct der 
Seiten 15 und 23 des Fünfeckes bestimmt ist; die Besultante 
$2 der Exäfte P, und P, Liegt in einer geraden Linie j^g, welche 







Fig. 33* 



durch den Schnittpunct. von l^ und h ^^^ durch den Schnitt- 
punct der Seiten 1 2 und 3 4 bestimmt ist etc. Die Besultante 
der drei Kräfte P3, P4, P5 muss sich gegen die Besultante Q^ 
der EjTäfte P^ und Pg wegheben, wird also in die gerade Linie 
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Pi fallen. Die Eesultante der drei Krärfte Pg, P^, P5 geht durch 
den Schnittpunct von Pg mit l^ und durch den Schnittpunct 
von p^ mit Zg. Es schneiden sich daher auf Pi die Linien p^ 
imd Z5 und die Linien p^ und l^. Ebenso schneiden sich 

auf JP2 die Linien p^ und l^ , wie die Linien p^^ und Z^, 

auf Pj die Linien p^ und Zg, wie die Linien p^ und Z5, 

auf j?^ die Linien j^i und Zg, wie die Linien p^ und Zi, 

auf Pß die Linien p^ und Z4, wie die Linien p^ und Z^. 

Femer muss die Eesultante der vier Kräfte P^, Pg, P4, P5 
sich gegen die Ej-aft Pj wegheben, also in der Linie Zj liegen. 
Da nun die Besultante dieser vier Kräfte durch den Schnitt- 
punct von Pg und p^ geht, so schneiden sich: 

die drei Linien Zj, p^, p^ in einem Puncto Oj; 

ebenso schneiden sich: 

die drei Linien Zg, Pg, jPß in einem Puncte Og, 

die drei Linien Zg, p^, Pi in einem Puncte Og, 

die drei Linien Z4, Pß? -P2 ^^ einem I^uncte O4, 

die drei Linien l^, Pu Ps in einem Puncte Oß. 

Beispiel: Das Seilpolygon sei ein Sechseck. Die 
Eckpuncte des Sechseckes seien mit 1, 2, 3, 4, 5, 6, die geraden 
Linien, in denen die Kräfte Pi, Pg, Pg, P^, Pg, P^ liegen, mit 
^17 ^2» ^8» hl hl h bezeichnet. (Siehe Tafel 11). 

Die Eesultante Q^ der Kräfte P^ und Pg liegt in einer 
Linie _Pi, welche bestimmt ist durch die Schnittpuncte der 
geraden Linien Z^ und Zg und der Seiten 61 und 23. Die 
Eesultante Q^ der Kraft» Pg und Pg liegt in einer geraden 
Linie _Pg, welche bestimmt ist durch die Schnittpuncte der 
geraden Linien Zg und Zg und der Seiten 1 2 und 3 4 etc. Die 
sechs Kräfte P^, Pg, ... lassen sich ersetzen durch drei Kräfte 
in Pu Ps, P.- Es werden sicli daher die drei Linien p„ p„ p, 
in einem Puncte E schneiden. Ebenso schneiden sich die drei 
Linien ^g, p^, p^ in einem Puncto D. Die Eesultante der drei 
Kräfte Pj, Pg, Pg geht durch den Schnittpunct A der Seiten 
"61 und 34. Es werden sich somit die Linien p^ und Zg, li 
und jjg, Z4 und.^ß, Z^ und ^^ in vier Puncten einer durch 
Ä gehenden Linie p schneiden. Ebenso liegen die vier Schnitt- 
puncte der Linien p^ und Z4, ig und jPg, Zß und p^, l^ und p^ 



^ 



i 

I 



^ 



^ 



c 



BennMberg.Su 



Die Zusammensetzung von Kräften. 



49 



auf einer durch den Schnittpunct B der Seiten 1 2 und 4 6 
gehenden Geraden q und die vier Schnittpuncte der Linien 
p^ und Zß, ig und p^, l^ und Pi, l^ und p^ auf einer durch 
den Schnittpunct (7 der. Seiten 23 und 5 6 gehenden Geraden r. 
Weitere Eigenschaften ergeben sich, wenn die Besultanten von 
nicht benachbarten Kräften bestimmt werden. 



§ 10. 
Speciaiisirsng für parallele Kräfte. 

Für parallele Kräfte können sämmtliche entwickelten Sätze 
specialisirt werden. 

Die Seiten des Kräftepolygones fallen alle in eine gerade 
Linie zusammen, die den Kräften parallel ist. Die Besultante 





Fig. 34* 

B ist wieder der Grösse und Richtung nach durch die Schluss- 
linie des EjTäftepolygones bestimmt. Der Angriflfepunct A der 
^Resultante ist der Schnittpunct der beiden äussersten Seiten 
des Seilpolygones. 

Werden zu demselben Systeme von parallelen Kräften fiir 
verschiedene Pole C und C zwei Seilpolygone construirt, so 
mtkBsen die entsprechenden Seiten derselben sich in Puncten 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 4 
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einer der Verbindungslinie GC der beiden Pole parallelen 
Geraden k schneiden. Da nun die entsprechenden Puncte der 
Seilpolygone in den parallelen Kräften liegen, so werden zwei 
solche Seilpolygone, die zu dem nämlichen Systeme von 
parallelen Kräften gehören, affine Figuren sein für die 
Gerade k als Affinitätsaze und für die Kräfte als Affinitäts- 
strahlen. 
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Fig. 35* 

Die Systeme von parallelen Kräften spielen in der Technik 
vorzugsweise eine Rolle. Bei den Anwendungen kommt es 
jedoch vielfach nicht auf die Bestimmung der Resultante des 
Systemes allein an, sondern es wird auch ausserdem nach den 
Momenten der einzelnen Kräfte, wie nach den Momenten von 
Gruppen von Kräften für irgend einen Punct B als Drehpunct 
gefragt. Aus dem Kräfte- und Seilpolygone lässt sich eine 
Methode zur Bestimmung der Momente herleiten, welche im 
allgemeinen Falle von geringer "Wichtigkeit ist, dagegen für 
parallele Kräfte, bei denen eine wesentliche Vereinfachung 
eintritt, eine grosse Bedeutung erlangt. 

Es seien w Kräfte (in der Zeichnung ist w = 5) in den 
Q-eraden l^, Zg» • • • gegeben. Das Kräftepolygon sei 0, 1, 2, . . ., 
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das Seilpolygon A^, A2, .,. . Es ist das Moment M^ der specielleu 
Kraft P3 zu construiren in Bezug auf den Punct B als Drehpunct. 
Ist a der Hebelarm von Pg, also die Entfernung des Punctes 
B von der Geraden ^3, so ist: 

Die durch B zu l^ parallel gezogene Linie möge die beiden 
sich in l^ schneidenden Seiten g^ und g^ des Seilpolygones 
treflFen in' den Puncten E^ und .B^. Dann wird: 

o 
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Fig. 36. 



wenn A3 die Entfernung bedeutet der Kraft Pg im Kräfte- 
polygone vom Pole (7. Für das Moment ifg ergibt sich: 

M^ = ±E^E,.h^, 

d. h. das Moment ist, abgesehen vom Vorzeichen, gleich 
dem Producte aus der durch die beiden sich in P3 schneiden- 
den Seiten des Seilpolygones auf einer durch den Dreh- 
punct B zur Kraft gezogenen Parallelen geschnittenen 
Strecke und der Entfernung des Poles des Kräftepolygones 

von der betreffenden Kraft im Kräftepolygon. 

4* 
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In derselben Weise kann das Moment irgend einer anderen 
Ejraft, das Moment der Besultante oder auch das Moment einer 
Gnippe von im Kräftepolygone aufeinanderfolgenden Kräften 
angegeben werden. Ist z. B. das Moment der Resultante von 
Pg und P^ zu bestimmen, so sind die beiden zu C2 und C4 
parallelen Seiten g^ und g^ des Seilpolygones mit der zu 2 4 
durch B gezogenen parallelen Geraden zum Schnitt zu bringen. 
Sind diese Schnittpuncte Dg und D^ und ist h' die Entfernung 
des Poles G von 2 4, so wird dieses Moment: 

Soll das Moment der Resultante auf einen vorgeschriebenen 
Hebelarm h reducirt dargestellt werden, so ist der Pol C des 
Kräftepolygones in der Entfernung h von der Schlusslinie an- 
zunehmen. 

Sind nun sämmtliche Kräfte parallel, so haben die Seiten 
des Kräftepolygones alle die nämliche Entfernung h vom Pole 
C. Es ergibt sich somit das Moment jeder Kraft direct reducirt 
auf diesen Hebelarm Ä, und ausserdem tritt die weitere Ver- 
einfachung ein, dass diese reducirten Momente sich alle auf 
der nämlichen durch den Drehpunct B zu den Kräften ge- 
zogenen Parallelen ausschneiden. So wird ±B^D^.h das 
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Moment von Pj, ± Dg Dg . A, das Moment von P^, ±Di D^. Ä, 
das Moment der Besultante R der vier Kräfte Pj, Pg, Pg, P^. 
Steht ein System von parallelen Kräften im GHeichgewichte, 
so begrenzt das Seilpolygon eine geschlossene Fläche. Die 
durch einen / 

Punct JB zu c^ ^^ 
den Kräften 
gezogene Pa- 
rallele möge 
die Begren- 
zung treffen in 
den Puncten 

D, und Dg. 
Dann stellt die 
Ordinate 

der Fläche im 

Puncte B das 

Moment dar 

der Resultante 

der auf der Fig. |J8. 

einen Seite ! 

von B liegenden Kräfte reducirt auf den Hebelarm h. Dieses 
Moment ist für die Festigkeitslehre von grosser Bedeutung, es 
wird das Biegungsmoment und die vom Seilpolygone ein- 
geschlossene Fläche die Momenten fläche genannt. 

Ist das Seilpolygon ein überschlagenes Polygon, so tritt 
eine Modification ein. 

§ 11. 

Specialisirung fflr Kräfte mit demselben Angriffspunct. Reciproke Figuren. 

Wie für parallele Kräfte, so lassen sich die allgemeinen 
Betrachtungen auch für Klräfte mit demselben Angriffspuncte 
specialLsiren und führen auch in diesem Falle zu interessanten 
Resultaten. 

Es seien eine Reihe von Kräften in derselben Ebene mit 
dem nämlichen Angriffspuncte gegeben. Dann ist die durch 
gehende Resultante durch die Schlusslinie on des aus den 
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Kräften construirten Kräftepolygones bestimmt. Wird ein 
Punct C als Pol des Kräftepolygones angenommen und das 
Seilpolygon construirt, so muss die ßesultante auch durch den 
Schnittpunct der beiden äussersten Seiten des Seilpolygones 
gehen. Bei Annahme eines zweiten Punctes C als Pol des 
Kräftepolygones ergibt sich ein zweites Seilpolygon, dessen 
Seiten sich mit den entsprechenden Seiten des ersten in Puncten 
einer zu CG' parallelen Geraden k schneiden. Da die ent^ 




Fig. 39* 

sprechenden Puncte infolge des gemeinsamen Angriffspunctes O 
der EjTäfte auf Strahlen durch liegen, so sind die beiden 
Seilpolygone coUineare Figuren und zwar für den Angriffs- 
puuct als Centrum und für die Gerade k als Aze. 

Rückt der gemeinsame Angriffspunct in das Unendliche, 
sind also die Kräfte parallel, so geht die CoUineation in Affinität 
über im Einklänge mit den Resultaten des § 10. 

Die Beziehungen, welche bei Kräften mit demselben An- 
griffspuncte zwischen Kräfte- und Seilpolygon existiren, sollen 
näher untersucht werden. 
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Die Fig. I möge das Kräftepolygon darstellen der in den 
geraden Linien ö'i , //a , ö^s > • • • ^^^^ befindenden Kräfte Pj , P2 , Pg , . . . , 
welche alle den nämlichen AngrifFspunct besitzen. 0' sei der 
Pol des Kräftepolygones 0, 1, 2, 3, ... und A^j A^, Ag, ... 
das Seilpolygon. Die Figuren I und 11 sind dann vertauschungs- 
fthig. Werden 9 1 II 

nämlich in den ^ ^* *' 

Diagonalen 

r/O, O'l, r/2,.. 

eine Reihe von 
Kräften ange- 
nommen, die 
also den ge- 
meinsamen An- 
griifspunct (/ 
besitzen, so 
kann das 
frühere Seilpo- 
lygon, da dessen ^^' 

Seiten parallel zu diesen Diagonalen sind, nun als das zu- 
gehörige Kräftepolygon angesehen werden. Für den Punct 
als Pol des so erhaltenen Kräftepolygones A^^, A^, ^3, . . ., geht 
das fiühere Kräftepolygon 0, 1, 2, ... jetzt in das Seilpolygon 
der in 0' angreifenden Kräfte über. Die beiden Figuren I 
und n sollen als reciproke Figuren und die Puncto und 0' 
als Pole bezeichnet werden. Den Puncten A^, A2, ^g, ... der 
zweiten Figur sind die Geraden Ol, 12, 23, ... der ersten 
Figtir und umgekehrt den Puncten 1, 2, 3, ... der ersten 
Figur die geraden Linien A^ A^, A^ Aq, Aq A^^ ... der zweiten 
Figur eindeutig zuzuordnen. Ueberhaupt ist jeder Geraden g 
der ersten Figur derjenige Punct A der zweiten Figur zuzuordnen, 
welcher sich als Eckpunct des Seilpolygones für die durch g als 
Seite des Kräftepolygones bestimmte Kraft ergibt, hierbei ist die 
Gerade g parallel zu dem vom Pole nach A gehenden Strahle. 
Die Reeiprocität, welche zwischen den beiden Figuren I 
und II besteht, ist durch ein Elementenpaar (Punct und ent- 
sprechende Gerade) und die beiden Pole vollkommen bestimmt; 
es bietet keine Schwierigkeiten, zu jedem weiteren Elemente 
der ersten Figur das entsprechende der zweiten zu construiren. 
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Aufgabe: Es seien die beiden Pole 0, 0' und ein 
Elementenpaar a, A gegeben, wobei jedoch a || 0-4 sein 
muss. Es soll die Gerade b gefunden werden, welche 
dem Puncto B entspricht. 

Der die 
beiden Puncto 
A und B ver- 
bindenden Q-e- 
raden g muss 
ein Punct G 
entsprechen, 
der auf a und ^^S' ^* 

auf der durch 0' za g gezogenen parallelen Linie sich befindet. 
Die gesuchte Gerade b ist die durch G zn B parallele gerade 
Linie. 





Nun ist 



h _p 



BVXf = 
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P 



also 



'^^=-oh=Hr 



h . H= \.H^ = a G.p = c^ 

d. h. das Product aus den Entfernungen entsprechender 
Elemente von den Polen ist constant. Diese Constante c^ 
wird die Potenz der Beciprocität genannt. 

Anstatt die beiden Pole und ein Elementenpaar anzunehmen, 
können auch drei Elementenpaare, also drei Gerade a, b, c 
und die drei entsprechenden Puncto A, B, C gewählt werden. 
Die drei durch 
A, By C pa- 
rallel zu a, b, c 

gezogenen 

Lihien müssen 

sich hierbei 

jedoch in 
einem Puncto 
(dem Pole 0) ^. ^i^^ 42^ 
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einem unendlich fernen Puncte 

dem Pole 0' 

der unendlich fernen Geraden 

dem Puncte einer Curve 

der Tangente einer Curve 



. . . ' ■ « , „» ^ .f « w^ v/ x^ . 

> f.-, '.,-'', . . , . A 

tici uuüuuiicn lerne irunct ei- 
ner zu diesem Strahle paralle- 
len Geraden, 

ein Strahl, der durch geht 
und nach dem unendlich fer- 
nen Puncte, 

die unendlich ferne Gerade, 

der Pol 0, 

die Tangente einer entspre- 
chenden Curve, 

ein Punct einer entsprechenden 
Curve. 
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In der ersten Figur sei eine Curve L von der n ten Ordnung 
gegeben, die also von einer beliebigen Geraden g in /iPuncten 
geschnitten wird. Dann muss der Curve L eine Curve L\ der 
Geraden g ein Punct G und jedem reellen Schnittpuncte von 
L mit g eine reelle Tangente von G an L' zugehören. Es 
entspricht daher 

einer Curve nter Ordnung eine Curve nter Classe, 

einer Curve nter Classe eine Curve nter Ordnung, 
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einem Kegelschnitt ein Kegelschnitt, 

der Tangente vom Pole an ein unendlich ferner Punct der 

eine Curve L ^^''' ' '- - ./ entsprechenden Curve, 
einem unendlich fernen Puncte eine Tangente vom Pole an 

einer Curve L die entsprechende Curve. 

Die Curve i', die einer Curve i in I entspricht, hat so 
viele reelle unendlich ferne Puncte als reelle Tangenten von 0' 
an L sich ziehen lassen. Speciell wird einem Kegelschnitte K 
der Figur I eine Ellipse in H entsprechen, wenn von 0' aus 
keine reellen Tangenten an K möglich sind, eine Hyperbel, 
wenn von 0' aus sich zwei reelle Tangenten an K ziehen lassen 
und eine Parabel, wetin 0' ein Punct von K ist. 

Auf einer Geraden g soll eine Punctreihe der Puncte 
^1, ^, ... gegeben sein. Dann wird jedem Puncte Äi der- 
selben ein Strahl a\ durch den der Geraden g entsprechenden 
Punct G zugehören. Nun sind aber die Strahlen a\ parallel 
zu den vom Pole nach den Puncten A\ gehenden Strahlen. 
Punctreihe auf g und Strahlenbüschel mit dem Mittelpuncte ff 
sind projectivisch. Es entspricht 

einer Punctreihe auf g ein projectivischer Strahlen- 

büschel mit dem g entspre- 
chenden Puncte als Mittel- 
punct, 

einem Strahlenbüschel mit dem eine projectivisch e Punctreihe 
Mittelpuncte G auf einer Geraden, die dem 

Puncte G entspricht. 

Bei einem Systeme von Kräften mit demselben Angriffs- 
puncte und in der nämlichen Ebene sind Kräfte- und Seil- 
polygon projectivisch reciproke Figuren. 

Beispiel: Infolge von Kräften, die auf ein Seil 
wirken, soll dasselbe sich in Form einer Kreislinie 
einstellen. Unter der Voraussetzung, dass sämmtliche 
Kräfte denselben Angriffspunct besitzen, soll die 
Art der Kräftevertheilung, also das zugehörige Kräfte- 
polygon gefunden werden. 

Die Einstellung des Seiles in Form einer Curve (hier eines 
Kreises) ist nur möglich, wenn auf sämmtliche Puncte des 
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Seiles Kräfte wirken, die sich in stetiger Weise ändern. Das 
EjTäftepolygon geht dann in eine Kräflecurve über. Im vor- 
liegenden Falle, wo die Kräfte denselben Angriffspunct be- 
sitzen, ist die Kräftecurve die reciproke Figur zum Kreise, also 
eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem der AngriflFs- 
punct innerhalb, ausserhalb oder auf dem Kreise liegt. Nach 
Annahme des Poles 0' und eines Punctes ist die Kräfl;ecurve 
vollkommen bestimmt. 

Zum Schlüsse dieser Untersuchung sollen die analytischen 
Beziehungen zwischen Kräflie- und Seilpolygon ftir Kräflie mit 
demselben Angriffspuncte hergeleitet werden, da sich dieselben 
höchst einffiwjh gestalten. 

Der Pol des Kräftepolygones, der willkürlich angenommen 
werden darf, soll in den zum Nullpunct des Coordinatensystems 
gemachten Angriffspunct der Kräftie gelegt sein. 

Einem Puncte x, y als Eckpunct des Seilpolygones möge 

eine gerade Linie als Seite des Kräftepolygones entsprechen, 

deren Ebenencoordinaten sind u und v. Diese gerade Linie 

muss parallel sein zu dem Strahle, welcher vom Nullpuncte 

nach dem Puncte x, y geht. Sind daher r, y die Polarcoordi- 

naten des Punctes x^ y 

rc = r cos y, 

y =r sin^, 

so ist die Gleichung der entsprechenden Geraden: 

y^xig^ — b 
oder in der Normalform: 

rr sin <p — y cos y — b cos 9 = 0. 

Die Ebenencoordinaten u und v sind daher: 

1 ^ 

^ = — ^ tg y , 

1 
'=b' 
Der Abstand 8 der geraden Linie vom Nullpuncte des 

Coordinatensystemes ist : 

8 = 6 cos 9. 

Nach dem Satze von der Constanz der Potenz ist das Produot 
der Entfernungen entsprechender Elemente von den Polen 
constant. Daher wird: 
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r8 = rb cos <p = c*, 
1 r cos 9 



& c 



2 



und somit: 



Es ergibt sich: 



1 . ' 

1 

v= « r cos <p . 



WO a = 2 resp., da ft cos 9 auch negativ sein kann, a = ^ 

gesetzt ist. 

§ 12. 

Analytische Beziehungen zwischen Krftfte- and Seilpolygon. Seiicurve und 

Drucklinie. 

Es kommt vielfach vor, dass ein ebenes Kräftesystem ge- 
geben ist, welches aus unendlich vielen Kräften besteht. "Wenn 
dann die Kräfte, wie dieses bei den Anwendungen häufig ein- 
tritt, eine stetige Folge bilden, so geht das Kräfte- wie das 
Seilpolygon in eine Curve über. In einem derartigen Falle 
wird es bei Anwendung der graphischen Methoden im Allge- 
meinen nur möglich sein ein Näherungsverfahren einzuschlagen, 
wie es sich ergibt bei Ersetzung der Kräftecurve durch ein 
sich ihr anschmiegendes Polygon. Es sollen daher die analy- 
tischen Beziehungen, welche zwischen Kräfte- und Seilpolygon 
bestehen, aufgestellt werden, aus denen es dann keine Schwierig- 
keiten bietet, die Formeln für den genannten Grenzfall zu ent- 
wickeln. 

Die Grössen der Kräfte seien mit P^, Pg, . . ., die Winkel, 
welche sie mit der positiven Seite der x-Axe einschliessen, 
mit a^, a^, .... bezeichnet. Der Pol des Kräftepolygones 
sei zum Nullpunct des Coordinatensystemes gemacht. Dann 
sind die Componenten der in den Seiten des Seilpolygones 
vorhandenen Spannungen den Coordinaten der Eckpuncte des 
Kräfbepolygones gleich. Die Coordinaten der Eckpuncte des 
Kräfbepolygones sollen bezeichnet werden mit £0 ''lo) ^1 ""li > ^a "'^b» • • • > 
die des Seilpolygones mit ^j ?/,, x^y^^ ... Der Anfangspunct 



1 

\ 
\ 



\v= —9.x, I 
1 t 



% 



r Seilpolyg"»« " 



^ 
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^0 '^0 d^^ Kräftepolygones sei angenommen. Dann sind die 
Coordinaten der übrigen Eckpuncte: 

Si = £o + -Pi cos 04 , 

1i = ^0 + Pi siii «1 ; 

^2 = ^1 ~h -^2 cos «a "^^^ ^0 + A cos 04 -|- Pg cos a^ , 

"^2 = '^1 + P2 sin «a = Tfjo + Pi sin a^ + P^ sin a^ ; 

^8 = ^2 + -fe cos «g = {^ + -Pi cos a, + P^ cjos «2 + -^8 cos ag , 

^8 = ^2 + Ps ein «8 = "^0 + -Pi sin a^ + P^ sin a^ -\-P^ sin agj 

Die Seiten des Seilpolygones sind parallel den Strahlen, 
die vom Nullpuncte nach den Eckpuncten des Kräftepolygones 
gehen. Die Gleichungen der aufeinanderfolgenden Seiten des 
Seilpolygones werden: 

{x — x^) : («/ — 2/2) = ^1:^1, 



und die Coordinaten der Eckpuncte 

Xg = ^1 + Aj 61 , 

2/2=2/1 + >^i TQi ; 

Xg = X^ -\- Ag *2 > 

y>i = y» + \'n»\ 



allgemein : 
1. 



i A- 




\j/i+i = J/i + >^i1i, 






y/. 



/ 



wo die Grössen Xi sich aus den Gleichungen der geraden Linien y, / 

ergeben, in welchen die Kräfte sich befinden. -^t - ^t^ ' y 

Es soll nun der Grenzübergang ausgeführt werden für den 1 . ± f _ ^ 1 

Fall, dass das Kräftepolygon in eine Kräftecurve übergeht. Es ' 7' ' ' 

ist dann zu setzen: , 

cCi^i — Xi = aXj 

yH}—yi = dy 

und somit ergibt sich aus den Gleichungen 1 : 

dx== XS, 
dy = 'kyi, 



ge] 


it. 


Es '■- 


p'-r^ ■ 




. 1 


' '''■ 1' 

// 


r 


7' 


'P- 


,.«J 




^^ 




7' 
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wodurch nur ausgesagt ist, dass die Tangente der Seilcurve 

parallel ist dem entsprechenden Radius der Kräftecurve. • — '^^-; 

Aus diesen Gleichungen folgt ftir das Bogenelement da 

der Seilcurve : 

d8= Säx"" + d «/« = X V4« + 7]«, 
oder , » ^ 

da die Spannung T durch den Eadius der Kräftecurve der 
Grösse und Richtimg nach dargestellt ist. Bei Einsetzung des 
Werthes w o 

in die obigen Gleichungen folgt: j/ /. 

(Tdx = id8, \ 

\Tdy = yids. ^ i 

Xds und Yds a - '/L^. 

die Componenten der Kraft bezeichnet, die «auf ein Bogen- / 
Clement da der Seilcurve wirkt, so ergibt sich: y 

di = Xd8, ; 

d7]= Yds 
und aus den Gleichungen 2 folgen die Diflferentialgleichungen 
ftir die Seilcurve : ^ , / , \ / ^ v 

ds \ ds^ 



3. 



;) = x, 



{4t]- 



ds 



Mit Hülfe dieser Differentialgleichungen ist es möglich 
die Seilcurve und die Spannung in derselben zu bestimmen, 
wenn die wirkenden Kräfte X und Y gegeben sind, und um- 
gekehrt die Kräfte zu finden, welche auf ein Seil wirken müssen, 
damit dasselbe eine vorgeschriebene Gestalt annimmt. 

Sind sämmtliche Kräfte parallel der «/-Axe, ist also X= o, 
so fällt das Kräftepolygon resp. die Kräftecurve in eine zur 
y-Axe parallele Gerade. Aus den Gleichungen 3 folgt 

dx ■ <-(•' : ' : ■» /' 



ds 



^'-n* 



dx^ c dx ''.'■■ ■■ 



f\^ ■< * 
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Die erste dieser Gleichungen sagt aus, dass die horizontale 
Componente der Spannung einen constanten Werth c besitzt. 
Die Spannung hat somit den kleinsten Werth c im tiefen 
Puncte der Seilcurve und ist um so grösser, je steiler die 
Tangente der Seilcurve ist. Bei einem belasteten Seile sind 
aus dem Maximum der Spannung die Dimensionen desselben 
zu bestimmen. 

Die zweite, die Differentialgleichung der Seilcurve liefernde, 
Gleichung nimmt bei einer Substitution: 

Y - = z 

dx 

die far die Anwendung bequeme Form an: 

d^j _ 
dx^ 

Durch die vorhandene Belastung des Seiles ist z als Function 
von X gegeben. Die durch die Function 

z = fix) 

dargestellte Curve wird als die Belastungscurve bezeichnet, 

da das Flächenelement -^ , 

df=zdXj 

welches durch die Curve, die Abscissenaxe und die beiden Or- 
dinaten in den Puncten x und x-\-dx begrenzt ist, die Belastung 
ausdrückt, welche auf das darüber liegende Seilstück wirkt. 

Aus der Gleichung 4 kann die Seilcurve gefunden werden, 
wenn die Belastung, also die Belastungscurve, gegeben ist, 
und umgekehrt die Belastung bei vorgeschriebener Seilcurve. 
Durch die Gleichung 4 ist die Bestimmung der Seilcurve auf 
zweimalige Integration zurückgeführt. Ausser der Constanten 
c treten in der Gleichung der Seilcurve zwei willkürliche Con- 
stanten auf. Diese drei Constanten lassen sich durch die Be- 
dingung bestimmen, dass die Seilcurve durch zwei vorgeschriebene 
Puncte A und B gehen .und eine vorgeschriebene Länge be- 
sitzen soll. Zwei der unendlich vielen Seilcurven, die zu dem- 
selben Systeme von zur y-Axe parallelen Kräften gehören und 
sich für verschiedene Werthe der Constanten ergeben, sind 
affine Curven für die y-Axe als Richtung der Affinitäts- 
strahlen. 



..<•>» u 



-t 
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Aufgabe: Es ist die Gleichgewichtslage eines 
schweren homogenen Seiles zu bestimmen. 

y Das Gewicht der Längeneinheit des Seiles sei q. Dann ist: 

/ / •• ■'/ .' Y=q 

und , 

ds 

'/ ■• ?■ ' = Ux 

I 

t 

Aus der Gleichung 4 ergibt sich die Differentialgleichung 
ftir die Seilcurve: ^^2^ ^^ 



oder : 



_ dx^ ^ dx 



dx^ V \dx 

Der Ausdruck: 



d^y 



i7' 



ldy\ " 



dx^ 
ist der Differentialquotient von: 

Es folgt somit durch Integration: 



>«[2+V'+(S)'J=-?^+«.. 



c 
oder bei Uebergang zur Exponentialfunction : 



i+i^^'='' 



d u 
Für den Differentialquotienten ergibt sich bei Auflösung 

dieser Gleichung: 

G 



wo 



dx 2 

^ c 



). 



gesetzt ist. Eine zweite Integration führt auf die Gleichung: 
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der Seilcurve. Die beiden Integrationsconstanten C und (7, 
sowie die Constante [i resp. c sind durch die Coordinaten der 
Endpnncte, sowie durch die Länge des Seiles bestimmt. 

^^^ G=l und C = 

gesetzt, wodurch nur das Coordinatensystem fibdrt ist, so er- 

die Gleichung einer Kettenlinie, welche die y-Axe zur Axe 
und die x-Axe zur Directrix besitzt. Das Seil stellt sich 
in einer Kettenlinie ein. 

Aufgabe: Es ist die Gestalt eines Seiles zu er- 
mitteln für den Fall, dass die in der Richtung der 
y-Axe auf ein Längenelement des Seiles wirkende - / / 
Kraft proportional ist der Projection dx dieses Ele- . ^ 
mentes auf die a;-Axe. ^ " /^ ' 

Die Belastungscurve ist eine zur rc-Axe parallele Gerade <; 
Die Gleichung der Seilcurve wird: / • t . / • ■ "> 

lg 






2/ = 2 f^*+^^ + ^2- . ■/ '^ \ 



Das Seü steUt sich in einer Parabel ein, deren Axe 
parallel zur j^-Axe des Coordinatensystemes ist. 

Diese Au%abe spielt eine Ilolle, wenn die Gestalt eines 
eine Kettenbrücke tragenden Seiles zu finden ist, falls das 
Gewicht des Seiles gegenüber dem Gewichte der Brücke ver- 
nachlässigt wird. Die drei Constanten c, c^, c^ sind dann aus 
der Bedingung zu bestimmen, dass das Seil in zwei vor- 
geschriebenen Puncten befestigt ist und eine gegebene Länge 
besitzen soll. 

Aufgabe: Was für eine Belastung muss herrschen, 
damit sich das Seil in Form einer Kreislinie 

einstellt? x'^y^ = r^ 

Aus der Gleichung des Kreises folgt: 

y = Vr^ — x^ 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 5 
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und somit ist die Belastungscurve : 



Dieselbe Belastung ergibt sieb für ein Seil, das sieb in 
einem EUipsenbogen einstellen soU, da die Ellipse zum Kreise 
stets in afdne Beziebung gebracbt werden kann. 

Auf Tafel IH ist die Belastungscurve für die Kreislinie 
als Seilcurve näberungsweise construirt, indem die Kreislinie 
durcb ein einbescbriebenes Polygon ersetzt ist. Der Pol des 
Kräftepolygones ist mit C bezeicbnet. Die Fläcbe zwiscben 
der Belastungscurve und der Abscissenaxe ist scbräg scbraffirt. 

3. Capitel. 

Zusammensetzung von Kräften, die an einem starren 

ränmlichen Systeme angreifen. 

§ 13. 
Die Theorie der Momente und Kräftepaare. 

Wie fiiir die Zusammensetzung der Kräfte in der Ebene, 
so kann aucb für diejenige der Kräfte im Baume die Theorie 
der statischen Momente und Kräft^epaare mit Nutzen verwandt 
werden. Es sollen deshalb im Folgenden diese Theorieen für 
beliebig im Baume sich befindende Kräfte und Kräftepaare 
eine Erweiterung erfahren. 

Wird eine Gerade g eines Körpers festgelagert, so kann 
jede Kraft P, die auf den Körper wirkt, nur eine Drehung des 
Körpers um g als Axe hervorrufen. Ist die Kraft P parallel 
zur Axe gr, so ist sie das Gleichgewicht in keiner Weise zu 
beeinflussen im Stande. Bei der Zerlegung der Kraft P in 
zwei Componenten P' und P", von denen die eine P' senkrecht 
zur Axe g ist, während die zweite P" parallel zu g sein soll, 
kann nur die Componente P einen Einfluss auf die Drehung 
des Körpers besitzen. 

unter dem Momente der gegebenen Kraft P in Bezug 
auf g als Drehungsaxe soll nach Fixirung des Drehungs- 



Tafffl. 




Iltnneberg, Staixk der starren Systeme 
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Sinnes das Product verstanden werden, ans der Gompo- 
nente P in die Entfemnng a derselben von g\ 

M= P' a. 

Das Moment von P in Bezug auf g als Aie ist somit 
gleich dem Drehmomente der einen Componente P' in Bezug 
auf den Schnittpunct von g mit der durch den AngriflFs- 
punet A von P senkrecht zu g gelegten Ebene. 




Fig. 43* 

Ghraphisch ist das Moment der (Grösse nach durch den 
doppelten Inhalt des Dreieckes dargestellt, welches die 
Componente P' zur Basis und den Punct zur Spitze hat : 

M=2,/\Ä0B\ 



Anmerknng: In der berühmten Statik von Möbius ist nnter 
dem Momente einer Kraft P in Bezog auf eine Axe g der je nach dem 
•L^rehoxigBsinne mit dem betreffenden Vorzeichen genommene Inhalt eines 
•LOtraeders verstanden, dessen eine Kante die Kraft P ist, während die 
gQgentiberliegende Kante in g sich befindet und eine fixirte Länge Q be- 
^tzt. Es ist leicht einzusehen, dass die Definition von Möbius sich mit 
^w hier gegebenen Definition deckt. Für die vorliegenden Zwecke em- 
pfiehlt sich die obige Definition. 

5* 
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oder^ was dasselbe ist, durch den doppelten Inhalt der 
Projection eines Dreieckes AO^B, welches die Kraft P=ÄB 
zur Basis hat und dessen Spitze 0" in g liegt, auf eine 
beliebige zu ^ senkrechte Ebene E: 

M=2 /\ÄaB\ 

Das Moment der Kraft P in Bezug auf eine Aze g ist 
somit auch gleich dem Drehmomente der Projection AB' 
von P auf eine beliebige zu g senkrechte Ebene E für den 
Schnittpunct dieser Ebene mit g als Pol. 

Dieses Moment von P in Beamg auf eine Gerade g als Axe 
soll graphisch in bequemer Weise (durch eine Strecke) darge- 
stellt werden und zwar incl. des Drehungssinnes. 

Es sei das Moment M der Ejraft P für g' als Axe auf einen 
fixirten Hebelarm h gebracht: 

Dann stellt das auf den Hebelarm h reducirte Moment m die 
absolute Grösse desselben dar. Wird nun die Strecke m auf 
der Axe g aufgetragen, durch den einen Endpunct die Ebene E 
gelegt, auf welche die Kraft P projicirt werden soll, in den 
anderen Endpunct das Auge, so wird die Ebene E je nach der 
"Wahl des ersten Endpunctes im positiven (i h. im Sinne des 
Uhrzeigers) oder im negativen Sinne gedreht erscheinen. Um 
nun durch eine begrenzte Strecke das Moment vollständig, also 
incl. des Drehungssinnes darzustellen, soll derjenige Endpunct 
der auf g aufgetragenen Strecke m als Anfangspunct markirt 
werden, welcher dadurch bestimmt ist, dass die durch um ge- 
legte Ebene E vom anderen Endpuncte aus gesehen im positiven 
Sinne gedreht erscheint. Nach dieser Uebereinkunft ist das 
Moment einer Kraft P in Bezug auf eine Axe g durch eine 
begrenzte mit Richtungspfeil versehene Strecke dargestellt, also 
in analoger Weise wie eine einzelne Kraft. 

Duf ch denselben Punot seien verschiedene Geraden g 
als Axen gelegt. Es ist dann klar, dass fär die verschiedenen 
Axen g die Momente verschiedene Werthe erhalten. Das Mo- 
ment verschwindet, wenn die durch gelegte Axe sich in der 
durch und die Kraft P bestimmten Ebene befindet. Den 
grössten Werth bekommt das Moment f&r die auf P senkrecht 
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stehende Axe g. Für diese specielle Axe, die Linie des 
grössten Momentes, ist das Moment identisch mit dem Dreh- 
momente der Kraft P in Bezug auf den Punct als Dreh- 
punct. Dieses grösste Moment möge als das Maximalmoment 
bezeichnet sein. 

Es sei eine durch gehende Gerade g' als Axe ange- 
nommen, welche mit der Linie g des grössten Momentes einen 
Winkel 9 einschliesst. Das Moment M' für diese Axe wird 
dann gleich seiii dem doppelten Flächeninhalte des auf die zu 
g' senkrecht gelegte Ebene E projicirten Dreieckes AOB] 

somit ist : ^,, c% a j ^-n 

M =2. l\,ÄOB .coaf 

oder, da das Maximalmoment M den "Werth 2 , /\ÄOB besitzt: 

M' = if cos f. 
Sind m und m' die 
auf den Hebelarm h re- ^--"'^ 

ducirten Momente: V 7 ^^^^^^"^"^ 1 

M' = m' . Ä, ^^^'-'U 

so wird: ^ \f// ^^ / 

m' = w cos (P. / \/^ ^--- ---'/ " / ' / / 

Satz: Ist in der / / ^^ .. / /^-""^ / 

durch geh69den / / 1^^^^"^^ 1 

Linie g des grössten / l^.^--^^'^^ I 

Momentes das redu- /g ^^.-^''^ "-^-^ — ...-___^^ ß'/ 
cirte Maximalmoment^'^^ 
durch eine mit Bich- 
timgspfeil versehene Pig, 44^ 

Strecke m dargestellt, 

so ist das Moment derselben Kraft P in Bezug auf eine 
andere durch gehende Axe g durch die orthogonale 
Projection m' der Strecke m auf g' incl. des Drehungs- 
sinnes gegeben. 

Pur diesen fundamentalen, aus der Anschauung sehr plau- 
sibelen Satz kann in folgender Art ein strenger analytischer 
Beweis gegeben werden. 
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Der Punct 0, durch welchen die Geraden g und g' gehen, 
sei zum Nullpuncte, die Linie g des grössten Momentes zur 
2?-Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystemes gemacht und 
zwar sei die positive Seite der z-Axb so gewählt, dass von 
einem Puncte derselben aus gesehen die positive Seite der «/- 
Axe aus der positiven Seite der x-Axe durch eine positive 

Drehung von der G-rösse w entsteht. 

Die in der Ebene z = liegende Kraft P, für welche die 

Z'Ajie die Linie des grössten Momentes ist, möge einen An- 

griffspunct rc^, y^ und einen Endpunct rCj, y^ besitzen, so dass 

das Moment von P in Bezug auf die ^-Axe als Drehungsaxe 

den Werth besitzt: ,. 

M=x^y^—x^y^, 

und zwar wird der Ausdruck {Xq y^ — oo^ y^) das positive oder 
negative Vorzeichen erhalten, je nachdem die Ebene z = 
durch die Kraft P von einem Puncte der positiven Seite der 
^-Axe oder von einem Puncte der negativen Seite aus gesehen 
als positiv gedreht erscheint. Das reducirte Maximalmoment 
ist demnach vom Nullpuncte aus auf der positiven oder der 
negativen Seite der ;?- Achse aufzutragen je nach dem Vorzeichen 
des Ausdruckes (x^y^ — x^yo)- ^^^ Endpunct des auf der 
;?-Axe von aus aufzutragenden reducirten Maximalmomentes 
hat die Coordinate: , 

falls der zu Grunde gelegte Hebelarm der Bequemlichkeit wegen 
gleich der Längeneinheit gesetzt ist. 

Nun werde ein zweites rechtwinkliges Coordinatensystem 
mit demselben Nullpuncte angenommen, dessen C-Axe in g' 
fallt, und welches femer so gewählt ist, dass von einem Puncte 
der positiven Seite der C-Axe aus gesehen die positive Seite 
der Yj-Axe sich aus der positiven Seite der £-Axe durch eine 

positive Drehung von der Grösse ^ ergibt. 

Das Drehmoment M! der Kraft P um die Axe g' resp. C 
ist gleich dem Drehmomente der Projection von P auf die 
Ebene C = fiir den NuUpunct als Drehpunct. Sind daher 
$<j, Tjo und $1, TJi die beiden ersten Coordinaten des Angriflfe- 
punctes rCo, j/q, und des Endpunctes x^^ y^^ der Ejraft P 
in Bezug auf das zweite Coordinatensystem, so ist : 
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wo der Ausdruck Üq \ — i^ y]q) einen positiven oder einen nega- 
tiven Werth erhält, je nachdem die Ebene C = von einem 
Puncto der positiven Seite der C-Axe oder einem Puncte der 
negativen Seite aus gesehen als positiv gedreht erscheint. Das 
anf der C-Axe von aus aufzutragende reducirte Moment erhält 
den Endpunct: w /* ^ 

Nun soll nach dem angefahrten Satze der Punct C' auf 
der C-Axe die orthogonale Projection des Punctes z der j^-Axe 
anf die C-Axe sein. Wird daher mit Cg der Cosinus des Winkels 
bezeichnet, welchen die positive Seite der z-Axe mit der posi- 
tiven Seite der C-Axe bildet, so muss, falls der Satz richtig 
ist, sein: -,, , 

C =Z . ^8 , 

M = M.Cq. 

Zwischen den beiden Coordinatensystemen bestehen die 
Transformationsgleichungen : 

$ = a^a;4-6, y + Ci^, 

ti^a^x + b^y + c^z, 
wo die Deteiminante aus den Coöfficienten: 

A = 

den Werth: . , . 

A = + i 

besitzt, wenn, wie das hier der Fall ist, die Ooordinatensysteme 
zur Deckung gebracht werden können, und wo die Coöfficienten 
durch die Relationen mit einander verbunden sind: 
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Nun wird: 
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was zu beweisen war. 

Ist die durch den Pnnct gehende Linie des grössten 
Momentes und das fOr dieselbe sich ergebende reducirte 
Hazimalmoment nach Grösse und Richtung gegeben, so 
sind damit nach dem bewiesenen Satze die Momente für 
alle durch gehenden Axen g' bestimmt. Die Endpuncte 
der auf denselben von aus aufgetragenen reducirten Mo- 
mente werden eine Eugelfläche bilden, deren Durchmesser 
das auf der Linie des grössten Momentes aufgetragene 
reducirte Maximalmoment ist. 

Ist die Linie des grössten Momentes nicht gegeben, so 
müssen die reducirten Momente Wi= OA, m^=^ OB, m^= OG 
bekannt sein für irgend drei durch gehende und nicht in 
einer Ebene liegende Axen ^j, g^^, g^. Dann ist damit die 
Linie des grössten Momentes und das Maximahnoment, sowie 
überhaupt das Moment ftir jede durch gehende Axe be- 
stimmt incl. des Drehungssinnes. Stehen speciell g^, g^, g^ 
senkrecht aufeinander, so stellt die Diagonale OB des aus 
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OÄ, OB^ sÜB Kanten constmirten Parallelepipedon die 
Linie des grössten Momentes, wie das redutirte Maximalmoment 
incl. des Dreliungssinnes dar. 

Es sei eine Kraft gegeben durch die Q-rösse P, die Coor- 
dinaten Xj y, z des Angriffspunctes und die "Winkel a, ß, 7, 
welche die Bichtung mit den positiven Seiten der Coordinaten- 
axen einschUesst. Dann sind, wenn das Coordinatensystem wie 
oben so angenommen ist, dass die positive Seite der 2/-Axe 
aus der positiven Seite der ^- Axe von einem Punct der positiven 
Seite der ;8;-Axe aus gesehen, sich durch eine positive Drehung 

von der Grösse ^ ergibt: '-* *' 



2 

Jfx = P (2/ cos T — cos ß) , 



>^.' 






la. ^ 2fy = P(;8rcosa — rccosf), , ' ' V>)' 

ifr =P(rCCOSß — yCOSa), •"■<'■ - /' '.';>^ ^ 

oder, bei Einftihrung der Oomponenten von P in der Sichtung 
der Coordinatenaxen : *.. . \ 

lM. = Zy-Yz, .',. ■ ■' 

\M.= Yx-Xy ^/M ■•':- ' ,• 

.' / , 

die Drehmomente der Kraft P um die Axen des Coordinaten- 

systemes, und zwar werden die für Jlf», ify, Mz angegebenen 

Ausdrücke positive oder negative Werthe erhalten, je nachdem 

die betreflfonde Coordinatenebene von einem Puncto der positiven 

oder negativen Seite der zu ihr senkrecht stehenden Coordinaten- 

axe aus gesehen, positiv gedreht erscheint. Wie in Capitel 2 

der Ausdruck: ,^ ^^ _ 

Jlf= Yx — Xy 

das Drehmoment einer an dem Puncto x^ y angreifenden Ejraft 
X, Y ftlr den NuUpunct als Pol liefert incl. des Drehungs- 
sinnes, so stellen auch die analog gebildeten Gleichungen la., 
resp. 1 b. die Drehmomente einer Kraft P für die Coordinaten- 
axen als Drehungsaxen incl. des Drehungssinnes dar. 

Die Linie des grössten Momentes wie das Maximalmoment 
ist infolge des obigen Satzes incl. des Drehungsinnes durch die 
Formeln bestimmt: 
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2. 



< 



cos 9 = ,, 7 
cos 4 = -^ > 

Jlfz 



2 
2 J 



C08X = 



ilf 



Sind umgekehrt üf, 9, ^, x gögöben, so ergibt sich: 

{Mx = M cos (p , 
My = üf cos^, 
Jfz = ilfcosx. 

Es soll das Moment fxir irgend eine durch den Nullpunct 
gehende Axe g' geftinden werden, welche mit den positiven 
Seiten der Coordinatenaxen die Winkel a', ß', 7' einschUesst : 

Die Fndpuncte der von als Anfangspunct aus auf den 

durch gehenden Geraden als Axen aufgetragenen Momente 

liegen auf einer Kugelfläche, welche durch den Nullpunct und 

die Puncto: ,, ^ r^ 

x = Mx, x = 0, rc = 0, 

2/ = 0, y = My, y = o, 

z = 0', z = 0] z = Mz 

hindurchgeht, deren Gleichung somit ist: 

x"" -]- y^ + z^ — {M^ . X + My .y + Mz .z) = 0. 

Für die Goordinaten des Endpunctes des auf der Geraden g' 
aufgetragenen reducirten Momentes ergeben sich die Werthe : 

x = r cos a', 

y = r cos ß', 

z = r cos y', 
wo: 

r = Mx cos a' -f- My cos ß' + Mz cos y'. 

Nun sind Mx cos a', My cos ß', Mz cos f die orthogonalen 
Projectionen der drei in den Axen liegenden reducirten Momente 
auf g\ Daraus folgt der Satz : 

Sind die reducirten Drehmomente mx, my, mz für 
irgend drei durch einen Punct gehende und auf einander 
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Benkrecht stehende Axen auf denselben von aus auf- 
getragen, so ergibt sich das Moment für irgend eine andere 
durch gehende Axe g' durch Addition der Projectionen 
von nix, Wy, niz auf g\ 

Hierin liegt ein elementarer Satz aus der Qeometrie der 
Kugel. Sind vier Puncte 0, A, B, C einer Kugel gegeben 
und zwar so, dass die drei Linien OA, OB, OC senkrecht 
auf einander stehen, so folgt der Schnittpunct einer durch 
gehenden Geraden g' mit der Kugel durch Addition der ortho- 
gonalen Projectionen von A, OB, G auf g\ 

Es seien zwei Blräfte P und Q gegeben, welche denselben 
Angriffspunct x, y, z besitzen. Die Componenten der ersten 
Kraft seien JT, Y', Z\ die der zweiten X", F", Z" , Die Re- 
sultante R hat dann- den nämlichen Angriffspunct und ihre 
Componenten werden sein: 

r= r + r, 

Z= Z' + z\ 

Für die Drehmomente der Kräfte Pund §, sowie der Resultante 
JR für die Coordinatenaxen als Drehungsaxen ergeben sich nach 
den Formeln Ib die Werthe: 

Mx = Z' y—Y' z, 

My =X' z— Z' X, 

Mz =Y' x — T y\ 
Mx'' = Z''y--Y"z, 

My" =X" z— Z" X, 

M," =Y'' x — X" y] 

Mx = Zy - Yz, . /; ' ". 

My = XZ ZXj 

ifz = Yx — Xy. ^ 

Daraus folgt: 

Jlfx = Jfx' + J^fx^ 

My = My' + My\ 

Mz=M/ +Mz\ 

d. h.: Das Drehmoment der Resultante für eine der Coordinaten- 
axen als Drehungsaxe ist gleich der Summe der Drehmomente 
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der Componenten. Da keine YoraujBsetzung über die Lage des 
Coordinatensystemes gemacht ist, so gilt dieser Satz für jede 
beliebige Axe: 

Das Drehmoment der Resultante zweier Kräfte mit 
demselben Angriffspuncte fttr eine beliebige Gerade als Axe 
ist gleich der Summe der Drehmomente der Componenten. 

Für die Endpuncte der vom NuUpuncte aus auf den Linien 
des grössten Momentes aufgetragenen reducirten Maximal- 
momente ergeben sich filr den Hebelarm h=l die Coordinaten: 

Der Punct x\ y\ z ist der vierte Eckpunct des durch den 
Nullpunct und die Puncto rCj, j/j, z^ und rCg, j/g, z^ bestimmten 
ParaUelogrammes. ^-^ r« //, ':"> ^< 

Wenn auf den durch einen Punct gehenden, zu zwei 
Kräften P und Q mit demselben Angriffspuncte gehörenden 
Linien des grössten Momentes von aus die reducirten 
Maximalmomente aufgetragen werden, so stellt die Dia- 
gonale des aus denselben construirten Parallelogrammes 
die durch gehende Linie des grössten Momentes fär die 
Resultante der Kräfte, sowie das reducirte Maximalmoment 
incl. des Drehungssinnes dar. 

Diese Sätze lassen sich ohne Weiteres auf beliebig viele 
Kräfte mit demselben Angriffspuncte ausdehnen: 

Das Moment der Resultante beliebig vieler Kräfte mit 
demselben Angriffspuncte für irgend eine Drehungsaxe g 
ist gleich der Summe der Drehmomente der Componenten. 

Steht ein System von Kräften mit demselben Angriffs- 
puncte im Oleichgewichte, so ist die Summe der Momente 
sämmtlicher Kräfte für eine beliebige Qerade g als Axe 
gleich Null. 

Wenn auf den durch einen Punct gehenden Linien 
des grössten Momentes, die sich für eine Reihe von Kräften 
mit demselben Angriffspuncte ergeben, von als Anfangs- 
punct aus die reducirten Maximalmomente aufgetragen 
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werden^ so stellt die Schlusslinie des aus denselben con- 
stmirten Polygones (Momentenpolygon) die Linie des 
grössten Momentes für die Resultante der Kräfte, sowie 
das Haximalmoment der Resultante incl. des Drehungs- 
sinnes dar. 

Sätze über Kräftepaare: Da ein Kräftepaar durch ein 
anderes Kräftepaar in derselben Ebene ersetzt werden kann, 
welches dasselbe Moment incl. des Drehungssinnes besitzt, so 
ist ein Kräftepaar vollkommen bestimmt, wenn die Ebene JS 
gegeben ist, in der es liegt, die Grösse des Momentes und der 
Drehungssinn der Ebene. 

In der Ebene E des Kräftepaares sei ein Punct fixirt, 
in eine Senkrechte zu E errichtet und auf derselben von 
aus das auf einen gegebenen Hebelarm h reducirte Moment m 

M=mh 

des Kräftepaares in der Weise aufgetragen, dass vom End- 
puncte desselben aus gesehen die Ebene des Kräftepaares im 
positiven Sinne gedreht erscheint. Dann ist durch diese auf 
der Senkrechten zu E aufgetragene Strecke m und durch 
Ftxirung des Punctes vermittelst eines Pfeiles als Anfangs- 
punct das Kräftepaar incl. des Drehungssinnes bestimmt. Diese 
in errichtete Senkrechte zur Ebene des Kräftepaares möge 
als die Axe des Kräftepaares bezeichnet werden. 

Es seien zwei Kräftepaare gegeben, welche in zwei ver- 
schiedenen, sich in einer Geraden l schneidenden. Ebenen E^^ 
und J?2 befinden, und es seien beide Kräftepaare auf den ge- 
meinsamen Hebelarm h gebracht. "Werden dann in l zwei 
Puncte Ä und B angenommen, welche die Entfernung h be- 
sitzen, so kann es so eingerichtet werden, dass von jedem Kräfte- 
paar je eine Kraft durch A und eine durch B geht, und zwar 
liegen diese Kräfte in zwei zu l senkrechten Ebenen. 

Die Kräfte des einen Kräftepaares seien Pj ' und Pj ", die 
des zweiten Pg' und Pg". Die beiden in Ä angreifenden Kräfte 
P/ und Pg' vereinigen sich zu einer Resultante i?', die beiden 
in B angreifenden Kräfte zu einer Resultante B". Diese zwei 
resnltirenden Kräfte R und B" bilden ebenfalls ein Kräftepaar, 
da die in B angreifenden Kräfte P^'' und Pg" sich aus den 
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Fig. 45* 

in Ä angreifenden P/ und Pg' nach Aenderong des Sinnes 
durch eine parallele Verschiebung ergeben. 

Zwei Eräftepaare in verschiedenen, nicht parallelen 
Ebenen E^^ und E^ setzen sich zu einem einzigen resultiren- 
den Eräftepaare zusammen, welches in einer durch die 
Schnittlinie von E^^ und E^ gehenden Ebene sich befindet. 

In dem Punote P, der den Ebenen der 3rei Eräftepaare 
angehört, seien nun die Axen, also die drei zu den Ebenen 
senkrechten geraden Linien g^, g^, g construirt und auf den- 
selben in den betreffenden Bichtungen von P aus die reducirten 
Momente m^j m^, m der drei Eräftepaare aufgetragen. Dann 
sind die drei Axen g^j g^^ g identisch mit den durch gehenden 
Linien des grössten Momentes für die Eräfbe Pj', P^', R und 
die Strecken ni^^ m^, m sind incl. des Bichtungssinnes identisch 
mit den auf den Hebelarm h reducirten Maximalmomenten der 
Eräfte P^\ P^' R\ Da R' die Eesultante von P^' und P^' ist, 
so ist m die Diagonale des aus m^ und m^ construirten Pa- 
rallelogrammes. 

Werden in einem Puncto B der Schnittlinie der Ebenen 
zweier Eräftepaare die Axen construirt und auf ihnen von 
B aus in den betreffenden Richtungen die auf den näm- 
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liehen Hebelarm h redncirten Momente der Kräftepaare 
aufgetragen, so stellt die Diagonale des aus denselben 
constmirten Parallelogrammes (Azenparallelogramm oder 
Momentenparallelogramm) das resultirende Eräftepaar incl. 
des Drehungssinnes dar. 

Dieser Satz läset sich ohne Weiteres auf eine ganze Beihe 
von Elräftepaaren ausdehnen, deren Ebenen durch denselben 
Punct B gehen. 

Sind eine Reihe von Eräftepaaren gegeben, deren 
Ebenen durch den nämlichen Punct B gehen, und werden 
auf den durch B gehenden Axen der Eräftepaare die auf 
denselben Hebelarm redncirten Momente aufgetragen, so 
stellt die Schlusslinie des aus diesen redncirten Momenten 
constmirten Polygones (Axenpolygon oder Momentenpoly- 
gon) das resultirende Eräftepaar dar. Sollen die Eräfte- 
paare unter sich im Gleichgewichte stehen, so muss das 
Momentenpolygon ein geschlossenes sein. 

Es ist leicht möglich sich von der speciellen Annahme, 
nach welcher die Ebenen der Eräftepaare durch den nämlichen 
Ponct gehen, vermittelst des Nachweises frei zu machen, dass 
Eräftepaare in parallelen Ebenen mit dem nämlichen Momente 
und demselben Drehungssinne einander gleich sind. 

Es sollen zwei Elräftepaare in zwei parallelen Ebenen E^ 
ond E2 gegeben sein, deren Momente dieselbe Grösse, aber 
entgegengesetztes Vorzeichen besitzen, d. h. die Kräftepaare 
sollen bestrebt sein, die Ebenen im entgegengesetzten Sinne zu 
drehen. Dann müssen die Kräftepaare, falls der angeführte 
Satz richtig ist, sich aufheben. Die beiden Kräftepaare seien 
anf denselben Hebelarm gebracht und so in den beiden Ebenen 
E^ und E^ verschoben, dass die Endpuncte der vier die Kräfte- 
paare bildenden Kräfte P/, P^" und P^' P/ in die Eckpuncte 
eines rechtwinkligen Parallelepipedon zu liegen kommen. Die 
beiden Kräfte Pj' und P^' können zu einer im Mittelpuncte 
des ParaUelepipedes angreifenden Kraft 

P' = P/ + P/ = 2P 

vereinigt werden ; ebenso die Kräfte Pj " und P^ " auch zu 
einer in angreifenden Kraft: 
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Fig. 46* 



iü" = P/-f p/ = — 2P. 

•^ Die beiden gleich grossen Kräfte 
R' und iZ" fallen in dieselbe durch 
gehende und den Ejräften P^', P^ ", 
A'> -Pa" parallele gerade Linie und 
heben sich infolge des entgegen- 
gesetzten Sinnes auf. Es folgen so- 
mit die Sätze: 

Zwei Eräftepaare in parallelen 
Ebenen mit verschiedenem Dre- 
hungssinne^ aber Momenten von 
der nämlichen absoluten Grösse^ 
heben sich auf. 

Zwei Eräftepaare in parallelen 
Ebenen mit dem nämlichen Uo- 
mente incl. des Drehungssinnes 
sind einander gleich. 

Sind eine ganze Beihe von 
Kräftepaaren in den parallelen Ebenen E^^ E^^ ... gegeben, 
so können sämmÜiche Kräftepaare in eine den Ebenen Ex pa- 
rallele Ebene E verschoben und in derselben zu einem einzigen 
Kräftepaare vereinigt werden. 

Eräftepaare in parallelen Ebenen setzen sich zu einem 
resultirenden Eräftepaare in einer parallelen Ebene zu- 
sammen, dessen Moment gleich ist der algebraischen Summe 

der Momente sämmtlicher Eräftepaare. Verschwindet diese 
algebraische Summe der Momente 

SJIfi = 0, 

so stehen die Eräftepaare im Oleichgewichte. 

Von dem wichtigen Satze, nach welchem die Ebene eines 
Kräftiepaares parallel verschoben werden kann, soll im Folgen- 
den noch ein weiterer (analytischer) Beweis Platz finden: 

Aus dem Satze über die Zusammensetzung von Kräfte- 
paaren, deren Ebenen durch denselben Punct B gehen, kann 
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die Zerlegtmg eines Kräftepaares in drei Kräftepaare gefolgert 
werden, welche in drei durch gehenden und zu einander 
senkrechten Ebenen sich befinden. 

Der Punct werde zum Nullpunct eines Coordinaten- 
systemes gemacht. Das reducirte Moment des gegebenen Kräfte- 
paares sei m, und a, ß, y seien die Winkel, welche die Axe 
desselben mit den positiven Seiten der Coordinatenaxen ein- 
schliesst. Dann kann das gegebene Kräftepaar ersetzt werden 
durch drei in den Coordinatenebenen liegende Kräftepaare, 
deren Axen also in die Coordinatenaxen fallen und deren re- 
ducirte Momente die Grössen besitzen: 

Wx = w cos a , 
Wy = w cos ß , 
rriz = w cos T , 

da das aus diesen Strecken tHx, ^%, W2z construirte Polygon 
die Linie m als Schlusslinie besitzt. 

Sind umgekehrt drei Kräftepaare in den Coordinatenebenen 
gegeben, deren reducirte Momente m», nty, niz sind, so er- 
geben sich für das reducirte Moment und für die Axe des 
resultirenden Kräftepaares die Formeln: 

m = VtWx^ + ^y^ + ^^ ^1 

nix 
cos a = — ) 
m 

cos ß = — ^ > 
m 

niz 
cos 7 = — • 
m 

Wird ein Kräftepaar, dessen Ebene durch den Nullpunct 
geht, in drei Kräftepaare zerlegt, die in den Coordinatenebenen 
sich befinden, so ist klar, dass jedes derselben sich durch or- 
thogonale Projection des gegebenen Kräftepaares auf die be- 
treffende Coordinatenebene ergibt. 

Es sei nun ein Kräftepaar gegeben, und es soll nachgewiesen 
"Werden, dass dasselbe durch ein anderes Kräft;epaar in einer 
parallelen Ebene von demselben Momente und dem nämlichen 
Drehtingssinn ersetzt werden kann. Die beiden Kräfte des 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 6 
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Kräftepaares mögen angreifen in den Poncten 0:1, y^^ Zi und 
x^j y^i 029 ^^ Componenten der ersten Kraft seien X, Yj Z^ 
die der zweiten — X, — F, — Z. Wird nnn dieses Kräfte- 
paar in drei Kräftepaare zerlegt, welche in den drei durch 
^t Vit ^ parallel zn den Coordinatenebenen gelegten Ebenen 
sich befinden, so ergeben sich ftLr die Momente dieser drei 
Kraftepaare die Werthe: 

M^ = Z(y, -y^)- T{z^ -z,), 

Jfx, = Y(Xi—x^) — X(t/i—y^)] 
das gegebene Kräftepaar hat daher ein Moment von der Grösse: 



jf=Vjf,/ + jfy^« + if^^ 



und die Axe desselben wird Kinkel mit den Coordinatenaxen 
einschliessen, deren Cosinus sind: 

cos a = -zry- 1 cos p = -r— 7 COS Y = -1?" • 

M M M 

Im Nullpnncte des Coordinatensystemes seien nnn zwei 
Kräfte X, Y, Z nnd — X, — F, — Z, die sich also gegen- 
seitig auf heben, angenommen. Die zweite derselben bildet mit 
der in o?!, ^1, Zj angreifenden Kraft X, F, Z ein Kräftiepciar, 
welches in die drei Kräftepaare, die in den Coordinatenebenen 
liegen, zerlegt die Momente liefert: 

ifx'= Zy,-Yz^, 
My = X^i — Zx^ , 

die erste bildet ein Kräftepaar mit der m x^^ y^^ z^ angreifen- 
den Kraft, welches ebenfalls in drei in den Coordinatenebenen 
liegende Kräftepaare zerlegt werden kann, deren Momente sind : 

3fx" = - Zy^ + Yz^, 
My" = — Xz^ + Zx^, 
M," = - Yx^+Xy^. 

Die beiden Kräftepaare in der nämlichen Coordinatenebene 
setzen sich zu je einem Kräftepaare zusammen. An die Stelle 
des gegebenen Kräftepaares treten somit drei Kräftepaare in 
den Coordinatenebenen: 
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Jfx — Jfx' + Mx'y 




My My -\- My , 


Da aber 


ilfz— üfz' + if.'. 


Jf.= 


-3fx., My — My,, M, — M^ 



SO folgt, dass das Kräfbepaar, welches bei Zusammensetzung 
der drei Kräftepaare Jfx, My, Mz an die Stelle des gegebenen 
tritt und dessen Ebene durch den NuUpunct geht, ein Moment 
von derselben Grösse und die nämliche Axenrichtüng besitzt, 
d. h. in einer parallelen Ebene liegt und dasselbe Moment hat 
incl. des Drehungssinnes, was zu beweisen war. 

Durch den Nachweis, dass Kräftepaare in parallelen Ebenen 
mit demselben Drehungssinne und derselben Q^rösse des Momentes 
einander gleich sind, ist die Zusammensetzung von beliebigen 
Eräftepaaren erledigt. Sind nämlich eine Beihe von Kräfte- 
paaren gegeben, so können die Ebenen derselben parallel so 
verschoben werden, dass sie alle durch denselben Punct B gehen, 
and es wird daher der obige sich auf die Zusammensetzung 
von Kräftepaaren, deren Ebenen durch denselben Punct gehen, 
beziehende Satz Anwendung erleiden: 

Werden auf den durch einen Punct B gehenden Axen 
einer Beihe von Eräftepaaren von B als Anfangspunct 
aus die reducirten Momente aufgetragen, so stellt die 
Schlusslinie des aus diesen reducirten Momenten con- 
struirten Momentenpolygones das resultirende Kräftepaar 
dar; ist das Momentenpolygon geschlossen, so stehen die 
Eräftepaare im Oleichgewichte. 

Bei Zusammensetzung einer Beihe von Kräftepaaren ist 
es jedoch nieht vortheilhaft, direct mit Hülfe des Momenten- 
polygones das resultirende Kräftepaar zu bestimmen. Es em- 
pfiehlt sich zunächst sämmtliche Kräftiepaare in je drei Kräfte- 
paare zu zerlegen, welche in die Coordinatenebenen fallen. Das 
ite Kräftepaar möge drei Kräftepaare in den Coordinaten- 
ebenen liefern ndt den Momenten Mx\ My\ MzK Sämmtliche 
Kräftepaare, die in der nämlichen Coordinatenebene liegen, 
vereinigen sich dann zu einem einzigen Kräftepaare in dieser 
Coordinatenebene. Es ergeben sich somit drei Kräftepaare: 
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O. 




in den Cooidinatenebenen, welche Eosunmengesetzt ein einziges 
Krftftapaar liefern mit dem Momente 



nnd d er A Tflmi<^niTrn|r 

6 h. 006 * = -j|7 » 008 p = — ^ I OOB T ^ -j7 • 

Sollen die Krftftepaare miter aieli im Gleichgewichte stehen, 
so mnsB das Moment des resoltirenden Krftft^Aares verschwin- 
den. Dies ist der Fall, wenn: 



§ 14. 
iUyüytitcfcs Zum— eiirttwn der Krifl» m 



Mit Hülfe der im vorigen Paragraphen entwickelten S&tze 
kann die analytische Zusammensetzung der an rämnlichen 
starren Systemen angreifenden Kräfte gedanklich genau in der- 
selben Weise wie die der Kräfte in der Ebene mit verschiedenen 
Angrifl&puncten durchgeftlhrt werden. 

Die Grössen der gegebenen Kräfte seien P^, P^, . . , Pnj 
die Coordinaten der Angriffipuncte x^j y^^ z^\ x^^ V^i ^%i • • • 
Xnj Vm Zn nnd die Winkel, welche die Achtungen der Kräfte 
mit den Coordinatenaxen einschliessen 04, ßx, y^; a^y ßn T2; • • • 

^j rn> Tu» 

Werden sämmtliche Kräftie nach dem nämlichen Poncte^ 
z. B. nach dem Nullpuncte des Coordinatensystemes transportirty 
so tritt an die Stelle einer jeden Kraft Pi die nach dem Nnll- 
punct verschobene Kraft und ein Kräftepaar, das in der dorch 
und Pi bestimmten Ebene sich befindet und durch die im 
Puncto Xi, yiy zi angreifende Kraft Pi und durch eine zweite 
im NuUpunct angreifende Kraft gebüdet ist 
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Fig. 47* 



Die nach dem Nullpunct 
transportirte Kraft Pi kann 
in drei in den Coordinaten- 
axen liegende Componenten: 

-5=PiC08ai, Fi=PiCOßPi, 

Zi = Pi cos Ti , 

das übrig bleibende Eräfte- 
paar in drei E[räftepaare zer- 
legt werden, welche um die 
Coordinatenaxen drehen, und 
deren Momente gleich sind 
den Drehungsmomenten der ^^^ 
Kraft Pi für die Coordinaten- '^ 
axen. Diese Momente sind 

Mx^ = Pi (^i cos ifi — Zi cos ßi) , 
My^ = Pi {zi cos ai — Xi cos fi) , 
ifz* = Pi {Xi cos ßi — y-x cos ai) , 

oder bei Einfiährung der Componenten von Pi 

Jfx'= ZiVi— Y\z\, 

My ^ Xi Zi — Zi Xi , 

Mz^ — Yi Xi — Xi yi . 

Die so nach dem Nullpunct transportirten Kräfte lassen 
sich zu einer einzigen im NuUpuncte angreifenden Kraft ver- 
einigen, deren Componenten sind: 

{X=lXi = 2;PiCosai, 
F=E Yi = EPiCosßi, 
^ = EZi = SPiC08Ti, 

und deren Grösse und Richtung durch die Formeln bestimmt sind : 

R = V~X^~+Y^-f^, 
X . X z 



Ib 



cos y = ü » 



cos^ = -, cosx = ^ 



Die Kräftepaare, welche sich in der nämlichen Coordinaten- 
ebene ergeben haben, können zu einem einzigen Kräftepaare 
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in dieser Goordinatenebene vereinigt werden« Die Momente der 
sa erhaltenen drei Kräftepaare sind: 

iJlfx = S 2fx» = 2 (Zi yi — Fi Zi) = S Pi (yi cos Ti — -^i cos ßi), 
3fy = E Jlfy* = £ (XiZi — ZiXi) = lPi (zi co8 0Li — x\ costO, 
Mz = ^ Mz' = ^ {YiXi— Xiyi) = li Pi {Xi oos ßi — j/i cos aO, 

und es setzen sich dieselben wieder zu einem resultirenden Kräfte- 
paare mit dem Momente und der Axenrichtung zusammen: 



2b. { Jfx ^ My Jfz 

cos a = -t;: > cos = -^1 oos c = -^7 • 

^ -4z ilz 

Die Axe dieses resultirenden Kräftepaares schliesst mit der 
im NuUpuncte angreifenden resultirenden Kraft B einen Winkel 
(0 ein, dessen Cosinus ist: 

cos (ü = cos f cos a + cos ^ cos 6 + oos x cos c , 

oder : 

X.Mr+ Y.My + Z.Mz 

3. cos (0 = -—=: — L-/ • 

K . M 

Das Kräftesystem ist auf eine im Nullpuncte angreifende 
Kxaft und auf ein Kräftepaar zurückgeführt. 

Ein räumliches Erftftesystem ist stets auf eine resul- 
tirende Kraft und ein resultirendes Eräftepaar zurück- 
führbar. 

Eine weitere Beduction ist im Allgemeinen nicht mög- 
lich. Soll die Kraft mit dem Kräftepaar zu einer einzigen 
Kraft vereinigt werden können, so müssen beide in der 
nämlichen Ebene sich befinden. Dies ist der Fall, wenn 
die Aze des Kräftepaares senkrecht steht auf der resul- 
tirenden Kraft, wenn also cos o) = ist, somit : 

XM^+ YMy-\-ZMz=0. 

' Ist iü = 0, folglich 

SXi = 0, lYi = 0, SZi = 0, 

so reducirt sich das Kräftesystem auf ein Kräftepaar. 

Ist R = und M=0, so steht das Kräftesystem im 
Oleichgewichte. Die Bedingungen für das Oleichgewicht 
eines räumlichen Kräftesystemes sind somit: 



4. 
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Jfy = £ {Xi Zi — ZiXi) = 0, 

± h.: Ein räumliches Eräftesystem steht im Oleichgewichte, 
wemi die Summen der Oomponenten der Kräfte in drei zu 
einander senkrechten Richtungen verschwinden und ausser- 
dem die Summen der Drehmomente für drei durch einen 
Punct gehende Azen, die aufeinander senkrecht stehen. 

Die Oleichungen 

sagen aus, dass die Projectionen der Kräfle auf die Ebene 
2 = ein im Gleichgewichte sich befindendes Kräftesystem 
bilden; ebenso die Gleichungen: 

271 = 0, X;Zi = 0, ifx = 0, 

resp. 2^ = 0, SXi = 0, My=0, 

dass die Projectionen der Kräfte auf die Ebenen x = resp. 
y = Kräftesysteme liefern, die im Gleichgewichte sich be- 
finden. Daraus folgt der Satz: 

Ein räumliches Eräftesystem steht im Gleichgewichte» 
wenn die orthogonalen Projectionen der Kräfte auf drei 
zu einander senkrechten Ebenen Kräftesysteme bilden, die 
unter sich im Gleichgewichte stehen. 

Bei der hier durchgeführten Beduction eines räumlichen 
Ejräftesystemes auf eine Kraft und eia Kräft;epaar ist der Punct, 
nach welchem die Kräfte transportirt werden (Angriffspunct 
der resultirenden Kraft), vollkommen willkürlich. Infolge davon 
ist es möglich das Kräftesystem auf unendlich viele Arten 
znr&ckzuführen auf eine resultirende Kraft und ein Kräftepaar. 
Die Grösse und Richtung der resultirenden Kraft ändert sich 
bei anderer Wahl des Angriffspunctes nicht, dagegen das Kräfte- 
paar. Ist nicht der NuUpunct sondern ein Punct Xq, y^j Zq 
zum Angriffspunct der resullirenden Kraft gewählt, so ergeben 
sich in den Coordinatenebenen drei Kräftepaare mit den Mo- 
menten : 
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px = S [Zi (^i - ijo) - Yi (Zi - zj) , 
5a. l3Ry = l[Xiizi — Zo)—Ziixi — Xa)\, 

[m^ = 'L{YiiXi-x,)-Xi{yi-yo)], 
oder: 

5b. ^ 3Ity = Jfy — (Xzo — ZXo)j 

welche sich dann wieder zu einem Kräftepaare vereinigen mit 
dem Momente und der Axenriohtnng : 

m = v2Jix^ + a«y« + a».«, 
6. < , ajix w ajiy , soiz 

cos a = -^ > cos = -^ } cos c = -^ • 

unter den verschiedenen £.eductionen eines Kräftesystemes 
ist diejenige besonders wichtig, bei welcher die Axe des Kräfte- 
paares in die resultirende Kraft hineinfällt, also die Ebene des 
Kräftiepaares senkrecht steht auf der resultirenden Kraft. Das 
sich dann ergebende Kräftepaar soll als das Hauptkräfte- 
paar, das Moment desselben als das Hauptmoment und die 
gerade Linie, in welche die resultirende Kraft zu liegen kommt, 
als die Centralaxe des Kräft^esystemes bezeichnet werden. Es 
ist klar, dass eine solche ßeduction des Kräftesystemes stets 
möglich ist, da ja, nachdem das Kräftesystem auf eine im Null- 
puncte angreifende Kraft B und ein Ej-äftepaar zurückgeführt 
ist, dieses Kräftepaar nach dem Satze vom Parallelogramm der 
Momente in zwei Kräftepaare sich zerlegen lässt, von denen 
das eine in einer zu R senkrechten Ebene liegt, während das 
andere mit R in derselben Ebene sich befindet, also mit R zu 
einer zu R parallelen Kraft zusammengesetzt werden kann. 
Für das Moment des anderen Kräftepaares, welches in das 
Hauptkräftepaar übergeht, ergibt sich der "Werth: 

7a. 3Jt = M.oosfA, 

oder bei Einsetzung des für coso) erhaltenen Ausdruckes: ' 

R 

Aus Gleichung 7 a. folgt eine wichtige Eigenschaft des 
Hauptmomentes : es ist stets 3R<CMj d. h. das Hauptmoment 






7b. 3n = -^iX.M^-\-T.My + Z.Mz). 



«< V 
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ist kleiner als das Moment jedes anderen Eräftepaares^ 
auf welches das Eräftesystem sich zurückführen lässt. 

Da die Axe des Hauptkräftepaares in die resultirende Kraft 
R fällt, also mit den Coordinatenaxen die Winkel (p, ^, x 
einschliesst, so sind: . 

8. ^ajly=aRcos(l) = -^-(XJfx+ YMy^ZUz), 

9W. = aRcosx=^-(XJlf,+ YMy-^-ZiU) 

die Momente der drei Eräftepaare, die sich bei Zerlegung des 
Hauptkräftepaares in den drei Coordinatenebenen ergeben. 

Der Punct Xq, j/q, Zq, nach welchem bei der Zusammen- 
setzrmg der Kräfte dieselben transportirt sind, sei auf der 
Centralaxe gewählt. Dann werden die durch die Gleichungen 5 b. 
gegebenen Ausdrücke ftir Tlx, ^y, ^z mit den jetzt ent- 
wickelten übereinstimmen. Daraus folgen ftir die Puncto der 
Centralaxe durch Gleichsetzung der beiden Werthe von 3Jlz, 
3Ryj 3Rz die Bedingungen: 

\' ' ' R'' /■" \" R' 

♦ 

Jede dieser Gleichungen stellt eine Ebene dar, welche durch 
die Centralaxe geht, durch zwei derselben ist die Central- 
axe bestimmt, die dritte Gleichung ist eine Folge der beiden 
anderen. 

Der specielle aof der Centralaxe gelegene Punct 

YMz-ZMy ZM^-XMz XMy-YM^ 

10. x= — ^s— ^' y= — ^s — ' ^=— ^s^ — ' 

der fEir paraUele Kräfte von grosser Bedeutimg wird, soll als 
Mittelpnnct des Kräftesystemes bezeichnet werden. 



9. < 
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Aus den hier gegebenen Entwickelnngen über die Zn- 
sammensetzung der Kräfte können einige sehr allgemeine, die 
Theorie der Momente betreffenden Satze hergeleitet werden: 
Es hat sich ergeben, wenn ein System von Straften im Gleich- 
gewichte steht, so muss die Snmme der Drehmomente der 
Kräfte für jede der Coordinatenaxen verschwinden. Da nun 
das Coordinatensystem ein vollkommen willkürliches war, so 
wird jede beliebige Axe diese Eigenschaft besitzen« 

Sieht ein System von Kräften im Oleichgewichte, so 
verschwindet die Summer der Drehmomente der Kräfte für 
jede beliebige Oerade g als Axe. 

Ist ein Kräftesystem P,, P^, . . ., Pn zurückführbar auf ein 
Kräftesystem Q^^ Q^j . . ., ^mi so werden die Kräfte Pj, Pg, . . ., 
Pn, — Qi, — Q2J . .., — Qm ein im Gleichgewichte sich be- 
findendes System bilden und ist auf dasselbe der Satz anwend- 
bar. Daraus folgt: 

Sind zwei Kräftesysteme auf einander zurückführbar» 
80 sind die Summen der Momente der Kräfte für beide 
Kräftesysteme einander gleich für jede beliebige Axe. 

Kann speciell eine Kraft R ersetzt werden durch eine 
Reihe von Kräften P^, P2, . . ., Pn, so ist für jede beliebige 
Axe das Moment der Resultante gleich der Summe der 
Momente der Componenten. 

Specialisirung für parallele Kräfte: Sind die Kräfle 
in parallelen Geraden, so haben die "Winkel aj, ßi, fi nur zwei 
von einander verschiedene Werthe a, ß, y und a -|- ^j ß + '^i 
Y + ff . Es ist dann zweckmässig die Vorzeichen in die Pj 
hineinzuwerfen, wie dieses bei dem ebenen Systeme von pa- 
rallelen Kräften geschehen, also diejenigen Kräfte, deren Rich- 
tung mit den Coordinatenaxen die Winkel a + ff, ß + ff, T + ff 
einschliessen, als negative Kräfte einzuführen, welche mit den 
Coordinatenaxen die Winkel a, ß, T bilden. Es ist dies gestattet, 
da die Grössen P\ stets nur in den Verbindungen Picosai, 
Pi cos ßi, Pi cos Yi vorkommen. 

Die Angriä&puncte der Kxäfle seien mit x^ y^ z^ ^2 2^2 ^2> • • •? 
Xn i/n Zn bezeichnet. Werden dann sämmtliche Kräfte nach dem 
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Nullpuncte transportirt, so ergibt sich eine im NullpuDct an- 
greifende Kraft, deren Componenten sind: 

X= ooe a S Pi , 
r=cosßSPi, 
Z^= cos Y^Pi, 

welche also in einer den gegebenen Kräflben parallelen Geraden 
liegt und die Grösse besitzt: 

11. B = EPi. 

Ausserdem ergeben sich drei Kräftepaare in den Coordinaten- 
ebenen, deren Momente sind: 

i-Mx == cos 7 S Pi ^i — cos ß S T\ Zi , 
jfy = cos a E Pi jji — cos Y S Pi a^i , 
Jfz = cos ß 2 Pi Xi — cos a S Pi 2/i , 

und die sich zu einem resultirenden Paar vereinigen mit dem 
Momente ^_ _^_____^__ ^ ^ 

und der Axenrichtung 

COS a = -17: J cos = -^ J cos C = -ry- 

m. M M 

Es sind nun folgende Fälle möglich: 

1) Es ist SPi = 0, ilf^O. Dann reducirt sich das 
KräftesTstem auf ein Eräftepaar, dessen Aze, da 

cos a cos a + cos ß cos h + cos y cos c = ; 

wird, senkrecht steht zu der Richtung der Kräfte. 

2) Es ist I Pi ^ . Dann kann das Kräftesystem auf 
eine den Kräften parallele Kraft von der Grösse 

iJ = S Pi 

zurückgefUirt werden. Die Richtung der resultirenden Kraft 
bildet mit der Axe des Kräftepaares einen rechten Winkel, da 
sich für den XJosinus des eingeschlossenen "Winkels ergibt : 



c 
> , .- ' 



' ;. 
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C08(0 



/ 

+ ^(C08 a E Pi j2?i — COB-^^PiXi) 

+ Z(oosß S jRa^i — cosaSPi^i) I = 0. 

Die resultirende Kraft 12 liegt mit dem Eräfbepaare in 
einer Ebene und kann mit demselben zu einer einzigen durch 
eine parallele Verschiebung entstehenden Kraft vereinigt werden. 
Diese resultirende Kraft wird in die firühere Centralaxe des 
Kräftesystemes fallen, die Gleichungen der geraden Linie, in 
welcher sie liegt, ergeben sich aus den Q-leichungen 9 nach 
Einsetzung der "Werthe von X, F, Zj Mx, My, Mzi 

cos Y { t/ S Pi — S Pi j/i } = cos ß { 5f E Pi — S Pi jgfi } > 
cosa{ jjSPi — SPi2fi } = cosT{^SPi — EPiO^i}, 
cos ß { a?S Pi — S Pi a;i } = cos a { y S Pi — S Pij/i } . 

Die Coordinaten des Mittelpunctes der Kräft;e werden: 
IQ _5:Pi^ _SPi^yi _SPi^i 

16, ^-'sp. ' y- £p. ' ^-tp7' 

Diese Ausdrücke sind unabhängig von a, ß, 7, also von der 
Sichtung der Strafte. "Werden daher die Kräfte um ihre An- 
griffspuncte gedreht, so dass sie sich stets paraUel bleiben, so 
dreht sich die Resultante um den Mittelpunct des Kräfte- 
systemes : 

Ein nicht im Gleichgewichte stehendes System von pa- 
rallelen Kräften lässt sich stets auf eine einzige resultirende 
Kraft oder auf ein einziges resultirendes Kräftepaar zurück- 
führen^ je nachdem E Pi ^ oder S Pi = ist. Im ersten 

Falle ezistirt ein Mittelpunct des Kräftesystemes, um den 
sich die Resultante i2 = £ Pi dreht, wenn sich die Kräfte 
mit Beibehaltung ihrer Parallelität und ihrer Grösse um 
die fizirten Angriffspuncte drehen. 

8) Es ist £ Pi = und if = Ö. Dann steht das Kräfte- 
system im Gleichgewichte. Die Bedingungen fOr das Gleich- 
gewicht sind: 
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ooe Y S Pi ^i — cos ß £ Pi ;8fi = , 
cofl a S Pi j8ri — cas 7 S Pi rTi = , 
cos ß S Pi aji — cos a E Pi ^i = , 

wo die letzte Bedingnng eine Folge der übrigen ist 

§ 15. 
Reduction eines räumlichen Krftftesystemes auf zwei sieb kreuzende Kräfte. 

Ist ein Kräfbesystem auf eine resoltirende Kraft R und 
auf ein in einer Ebene E liegendes Kräftepaar znrückgeffüirt, 
80 kann die eine Kraft des Kräftepaares im Schnittpuncte A 
von B mit E angenommen nnd mit R zu einer einzigen Elraft 
vereinigt werden, so dass also das Kräftesystem sich auf zwei 
sich kreuzende Kräfte reducirt. 

Ein räumliches Eräftesystem kann stets auf zwei sich 
kreuzende Kräfte zurückgeführt werden. 

Ee ist klar, dass ein räumliches Krftflesystem sich auf un- 
endlich viele Arten durch zwei sich kreuzende Kräfte ersetzen 
lässt, wie auch die Zurücki^ohrung desselben auf eine Kraft und 
ein Kräftepaar auf unendlich viele Arten möglich ist. 

Es sollen die beiden sich kreuzenden Kräfte, auf welche 
ein gegebenes Kräftesystem zurückflihrbar ist, analytisch be- 
stimmt und die Beziehungen zwischen denselben gefunden 
werden. 

Ein Kräftesystem sei reducirt auf eine im Nullpunct an- 
greifende Kraft, deren Componenten sind X, F, Z, und auf 
drei Kräfbepaare in den Coordinatenebenen mit den Momenten 
Mx^ My, Mz. Ist nun dieses Kräftesystem zurückführbar auf 
die beiden sich kreuzenden Kräfte X\ Y\ Z' und X\ T, ZT, 
welche in den Puncten x\ y\ z und rc", y", z" angreifen, so 
müssen die beiden in denselben Puncten angreifenden Kräfte 
-r, - 7', -Z' und —X\ — Y\ — Z" Gleichgewicht 
bewirken. Somit existiren für diese Kräfte die Bedingungen: 



1. 
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Y— T — Y' =0, 
Z— Z'— Z'=0, 

M^- z" if ■\- r z - zr y' + Y- z' =0, 

My — X z' -\- Z" x' — T z' -\- Z" x' =0, 
M^— T x' + X" y' — Y" x' -\- X' y' =Q. 

Dorch Elimination von X", Y", ZT ergeben sich die 
Gleichungen : 

M^ + Yz' -Zy--Z{3/'- y') + Y' (z -z')=0, . (x'-x') 
M, + Zx' — Xz" — X' iß' -z')-\-Z (x— x')^0, .(y'— y') 
ifx + Xy" - Yx' - r {x-x) + X' 0/' -y') = , ; . {£ - z') 

ausweichen bei Moltiplication mit (.r' — .t"), {y — y") nnd 
{z — z") und Addition folgt: 

ifx(a;'-:r') + 3fy(y'-2/') + J&(^'-0 
• +X(z'y''-t/V)+ Y{xz''-z'x'') + Z{y'x''-x'y') = 0. 

In dieser Gleichnng kommen nnr noch die Angriffspnncte 
der beiden sich kreuzenden Kräfte vor, die Componenten JT', 
Y\ Z und X', F*, Z' sind herausgefallen, und zwar sind die 
Coordinaten rc', y\ z und x"^ y", z" nur linear in ihnen ent- 
halten. Wird der Punct x\ y\ z &drt als Angriffipunct der 
ersten Kraft, so steUt Gleichung 2 eine durch x, y\ z gehende 
Ebene dar, auf welcher der Angriffspunct x" ^ i/*, z" der zweiten 
Kraft zu liegen kommt Diese Ebene möge die Null-Ebene 
des Punctes x\ y\ z und umgekehrt der Punct x^ y\ z der 
Nullpunct dieser Ebene genannt sein. Auf dieser Null-Ebene 
muss sich die zweite Kraft befinden, da jeder Punct der zweiten 
Kraft als Angriffspunct a;", y" ^ z" angesehen werden kann. 

Durch die Gleichung 2 ist jedem Punct A des Baumes 
eine ganz bestimmte Ebene A als Null-Ebene linear zugeordnet 
und umgekehrt jeder Ebene A ein ganz bestimmter Punct A 
als Nullpunct. Dieses System von entsprechenden Puncten und 
Ebenen wird als Nullsystem bezeichnet. Das Nullsystem ist 
ein specieller Fall eines reciproken, räumlich projectivischen 
Systemes. 

Für die Ebenencoordinaten u^ v^ w der Null-Ebene eines 
Punctes x\ y\ z ergeben sich aus Gleichung 2 die Formeln: 
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3a. 



u = 



Zy — Yz — M^ 



>» 



M^x'-^Myy' + M^z 

^ Xz' — Zx' — My 
^ M^x-{-Myy' + M,z'' 

Yx' — Xy' — Mz 



w = 



M^x' + Myy -i-Mzz' 

und umgekehrt folgen für die Coordinaten x\ y, z' des NuU- 
punctes einer Ebene 

ux-\-vy-^wz-\- 1 = 

, MzV MyW — X 

^ ~Xu+~Yv + Ztc' 
MkW — MzU — Y 



die Werthe: 



3b. 



y 



z = 



Xti + Yv + Zio 

MyU — Mxt^ — Z 
Xu + Yv + Ziö 



Aus diesen Gleichungen 3 a. und 3 b. lassen sich folgende 
Sätze erkennen: 

Bewegt sich der NuUpunct in einer Ebene A, so dreht 
sich die zugehörige Null-Ebene um den Nullpunct A der 
Ebene A. 

Dreht sich die Null-Ebene um einen Punct Ä, so be- 
wegt sich der zugehörige Nullpunct in der Null-Ebene A 
des Punctes A. 

Dreht sich die Null-Ebene um eine Gerade g, so be- 
wegt sich der Nullpunct in einer Geraden cf ; dreht sich 
dann umgekehrt die Null-Ebene um g, so bewegt sich der 
Nullpunct in g . 

JlBder Geraden g ist eine andere Gerade g' in der 
Weise zugeordnet, dass, wenn sich der Nullpunct in der 
einen bewegt, die zugehörige Null-Ebene sich um die andere 
dreht. Zwei solche gerade Linien sollen als conjugirte 
Linien des NuUsystemes bezeichnet werden. 

Eine Ebene A möge parallel zur Centralaxe angenommen 
sem, so dass die Ebenencoordinaten w, v^ w derselben der Be- 

dingnng uX+vY+wZ=0 
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genügen. Aus den Qleichmigen 3 b. folgt dann, dass dieser 
Ebene A ein unendlich femer Punct U^ derselben als Nullpunct 
entspricht. Einer beHebigen Geraden g von A muss eine 
durch U gehende, also jedenfalls zu A parallele Gerade g zu- 
gehören. Da nun durch jede beliebige Gerade g* sich stets 
eine zur Centralaxe parallele Ebene legen lässt, so folgt 
der Satz: 

Zwei conjugirte gerade Linien g und g' liegen auf 
zwei unter sich und zur Centralaxe parallelen Ebenen; 

resp. zwei conjugirte Linien g und g' projiciren sich 
von dem unendlich fernen Puncte der Centralaxe aus stets 
als parallele Gerade.* 

Wenn nun die eine der beiden sich kreuzenden Ejräfbe, auf 
die das Kräfbesystem zurückführbar ist, in einer Geraden g 
liegt, so muss die zweite in einer Geraden g' sich befinden, 
welche auf sämmtlichen den Puncten von g entsprechenden 
Nullebenen liegt. Daraus folgt der Satz: 

Die beiden sich kreuzenden Kräfte, auf welche ein 
Eräfbesystem reducirt werden kann» liegen in conjugirtei;! 
geraden Linien des durch das Eräftesystem bestimmten 
Nullsystemes. 

Sind die Angriffspuncte der beiden Kräfte und die Winkel 
a', ß', y' und a", ß*', 7", welche sie mit den Coordinatenaxen 
bilden, so gewählt, dass die Kräfte in conjugirten Linien des 
NuUsystemes liegen, so lassen sich die Gr^^sseu P' und P^ leicht 
aus den Gleichungen 1 finden. Es ist: 

X'=P'cosa', r =P'cosß', Z' =P'cost', 
X'' = P''cosa% r' = P"cosß% Z'=roo^^'' 

und somit: 



* Bezüglich der weiteren AoBftilining dieser Betrachtungen nnd 
ihrer Anwendung auf die Theorie der Fachwerke muss auf das funda- 
mentale Werk von L. Cremona: „Le figure reciproche nelle Statica 
grafica^ verwiesen werden. Die in § II entwickelten Sätze über reci- 
proke Figuren, deren Darstellung der graphischen StiEitik von Culmann 
entnommen ist, ergeben sich in dem Werke von Oremona durch Spe- 
cialisirung allgemeiner Resultate. 






^.^ 







t''^. 



v 



f 







*''t^-^< 




/ 



/ 










.^-«^ -Ä,--«— «--«' 






%>**^ 



^^> 





o. 



P" = -^g- IXcosa" 4- Fcosß" +ZCOS7" — coswfXcosa' 

+ rcosß' +Z00ST') . 

Wird die eine der beiden sich kreuzenden Kräfte z. B. P' 
parallel der Kraft X, F, Z angenommen, so entsteht P' be- 
kanntlich durch eine parallele Verschiebung der Kraft X, Y, Z, 
-während an die Stelle der zweiten Kraft ein Kräftepaar tritt. 
Ist rr^, y^y Zq der Angriffspunct von P\ so führt dieses Kräfte- 
paar bei Zerlegung auf die drei in den Coordinatenebenen 
liegenden Ejräftepaare : 

my = My-(Xz^-ZXo), 

so dass die Gleichung der Ebene E des resultirenden Kräfte- 
paares ist: 

6.{M.HZyo-Tz,)]x'^{AfyHXz,-Zx,)]y + [MMYx,--XyJz=^0. 

Zunächst ergibt sich aus den Gleichungen 4 für die Grösse 
der zweiten Ejraft P" der Werth; 

P"=0. 

Hennebergy Statik der starren Systeme. "J 
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Sodann entspricht jedem Puncte 

a;' = a:o + rX, 

der Geraden g, in welcher P' nach der gemachten Annahme 
liegt, infolge der Gleichung 2 eine zur Ebene E parallele 
Ebene. Die Gerade g und die unendlich ferne Linie der Ebene 
E des Kräfbepaares sind somit als conjugirte Linien des Null- 
systemes aufzufassen. Es ergibt sich das in § 7 hergeleitete 
Resultat, nach welchem das Kräftepaar als eine in der unend- 
lich fernen Geraden der Ebene des Kräftepaares liegende un- 
endlich kleine Kraft anzusehen ist. Speciell folgt der Satz: 

Die Centralaze ist diejenige Gerade des durch die im 
Nullpuncte angreifende Kraft X, T, Z und durch die 
Kräftepaare jfx, Mj^ Mz bestimmten NuUsystemes, welche 
der unendlich fernen Geraden einer zur Kraft X, F, Z 
senkrechten Ebene entspricht. 

Zum Schlüsse dieser Betrachtung sollen noch einige Sätze 
entwickelt werden, die sich über das Moment des Kräftesystemes 
für irgend eine Axe g aus den Eigenschaften des Nullsystemes 
ergeben. 

Das Moment des Kräftesystemes, d. h. die Summe aus den 
Momenten sämmtlicher Kräfte, für irgend eine Axe g ist gleich 
der Summe der Momente der beiden Kräfte, auf welche das 
Kjäftesystem zurückführbar ist. Deis Kräftesystem kann nun 
stets ersetzt werden durch eine in der Drehungsaxe g liegende 
Kraft, deren Moment also gleich Null ist, und durch eine zweite 
Kraft, die sich in der zu g conjugirten Linie g' ieß Nullsystemes 
befindet. Daraus folgen die Sätze: 

Das Moment eines Kräftesystemes in Bezug auf eine 
Gerade g als Axe ist gleich dem Momente, der sich bei 
Reduction des Kräftesystemes auf eine Kraft in g und auf 
eine zweite in der zu g conjugirten Linie g\ in dieser con- 
jugirten Geraden g' ergebenden Kraft. 

Für jede gerade Linie g als Axe, welche zwei conjugirte 
Linien des Nullsystemes schneidet, verschwindet das Mo- 
ment des Kräftesystemes. 
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Das Kräftesystem kann zurückgefülirt werden auf zwei in 
conjngirfcen Geraden V und V liegenden Kräfte P' und P", 
von denen die eine die Drehungsaxe g schneidet, deren Moment 
somit gleich Null ist. Soll nun das Moment des Kräftesystemes 
für die Aze g verschwinden, so muss auch das Moment der 
zweiten Kraft gleich Null sein, was nur möglich ist, wenn die 
zweite Kraft ebenfalls die Axe g trifft. Es gilt der umgekehrte 
Satz: 

Verschwindet das Moment des Kräftesystemes fClr eine 
Gerade g als Axe, so muss diese Aze g zwei conjugirte 
Linien des NuUsystemes schneiden. 

Diese geraden Linien, welche zwei conjugirte Linien des 
Nullsystemes schneiden, werden später in dem ll. Abschnitte, 
in welchem ausfuhrlicher auf das Nullsystem und dessen Be- 
Ziehung znm Kräftesysteme eingegangen wird, eine EoUe 
spielen. 

§ 16. 

Allgemeine reciproke Beziehungen zwisclien dem Kräftepolygone eines ebenen 

Kräftesystemes und dem zugehSrenden Seilpolygon. 

Mit Hülfe des hergeleiteten Satzes, nach welchem conjugirte 
Gerade eines Nullsystemes sich von dem unendlich fernen 
Puncto der Centralaxe aus als parallele Linien projiciren, lässt 
sich eine allgemeine reciproke Beziehung zwischen Kräfte- 
polygon und Seilpolygon entwickeln. 

Es seien l^l^l^... die aufeinanderfolgenden Seiten eines 
r&mnlichen Linienzuges. Die Schnittpuncte dieser Seiten 
l^ l^l^... mit einer fixirten Ebene N seien A^ A^A^...^ also 
A^ der Schnittpunct von ^ mit N, A^ der von ig mit ^ u. s. w. 
Die Puncte A-^ A^A^ , ,, bestimmen in der Ebene N ein Polygon 
A^ A^ A^ . , .y dessen aufeinanderfolgende Seiten mit gi g2 ffs --' 
bezeichnet werden sollen. Das durch die Geraden Z^ Zg ig . . . und 
9\ QiOn"' gebildete Liniensystem möge der Kürze wegen 
Figur I genannt sein. 

Nach Pixirung irgend eines Nullsystemes mö&:e zur Figur I 
die reciproke Fig^ (Figur II) construirt werden. Hierbei wird 
jeder geraden Linie xi der Figur I in der Figur II die in Be- 

7* 
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zag auf das NuUsystem conjugirte Linie entsprechen, jedem 
Puncte der Figur I die in Bezug auf das Nullsystem conjugirte 
Ebene und jeder Ebene der Figur I der in Bezug auf das 
Nullsystem conjugirte Punct. 

Dem Linienzuge ?i Zg 4 • • • ^^^ Figur I entspricht in der 
Figur n ein Linienzug \W.,,, dessen Eckpuncte mit 
12 3... bezeichnet werden sollen. Der Ebene N wird ein Punct 
entsprechen, jeder geraden Linie in N^ also jeder der Geraden 
gi, ein Strahl 71 durch 0. Da nun eine gerade Linie gi zwei 
im Linienzuge li I^Iq -^ aufeinanderfolgende Linien h und k^ i 
schneidet, so muss die gi entsprechende durch gehende Linie 
Yi den Punct mit dem Schnittpuncte i von X und Xi^i ver- 
binden. 

Werden die Figuren I und 11 von dem unendlich ferner^ 
Puncto der Centralaxe aus auf eine Ebene E projicirt, so ist 
sofort ersichtlich, dass diese Projectionen in derselben Beziehung 
zu einander stehen, welche zwischen dem Kräftepolygone und 
dem Seilpolygone existirt. Die aufeinanderfolgenden Kräfte 
sind hierbei in den Projectionen ^' Zg' Zg' . . . der Linien l^l^lß... 
anzunehmen, das Kräftepolygon wird durch die Projection 
r 2' 3' . . . des durch die entsprechenden Linien X^ X^ Xg . . . be-^ 
stimmten räumlichen Polygones gebildet sein. Die Bedingung, 
dass die aufeinanderfolgenden Seiten des Kräftepolygones parallel 
sind zu den aufeinanderfolgenden Kräften ist erftült, da zwei Linien 
Zi und Xi sich als conjugirte Linien des NuUsystemes als parallele 
Q-eraden projiciren. Als Pol des Kräftepolygones ist die Pro- 
jection 0' des Punctes zu betrachten. Die Projectionen 

Ti' Ta' Ta' • • • ^^^ Linien Ti T2 Ts • • • liefern Strahlen, die von 0' 
nach den Eckpuncten 1' 2' 3' . . . des Kräftepolygones gehen, 
somit die Diagonalen des Kräftepolygones. Das Seilpolygon 
ist die Projection des Linienzuges fl'i 0^2 fl'a • • • ^i® Eckpuncte 
des Seilpolygones sind die Projectionen A^ A^ Äq\ .. der Puncte 
A^ A2 Aq . .. Diese Eckpuncte A^^' A^' Aq' . ., werden auf den 
aufeinanderfolgenden Kräften li l^' l^'"- zu liegen kommen, da 
die Puncte A^ A^ A^ . . , sich auf den Geraden l^lzl^'" be- 
finden. Die Bedingung, dass die Seiten des Seilpolygones pa- 
rallel sind zu den Diagonalen des Kräftepolygones ist erfiült, 
da die Seiten des Seilpolygones und die Diagonalen des E[räflie- 
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polygones die Projectionen von conjugirten Linien des Null- 
Systeme« sind. . 

Die Mittelkrafl einer Heihe von aufeinanderfolgenden 

Kräften, z. B. die Mittelkraft der in l^ l^ l^ sich befindenden 

Kräfte ist der Grösse und Kichtung nach durch die Schluss- 

ünie 1' 4' des Kräfliepolygones bestimmt und muss durch den 

Schnittpunct der äussersten Seiten des Seilpolygones g^ undgr^' 

gehen. Die SchlussUnie 1' 4' des Kräftepolygones ist die Pro- 

j- jection der Schlusslinie 1 4 des räumlichen Polygonzuges 1234. 

y Dieser Schluflslinie 1 4 möge in Figur I eine gerade Linie l 

T entsprechen. Die Projection l! von l ist parallel zur Schluss- 

•3 liaie 1' 4' des Kräftepolygones. Da ferner die Linien 1 4, Yj 

*§ und T4 in einer Ebene sich befinden, so werden die Linien l, 

"g Ä und g^ durch einen Punct gehen. Die Projection X von l 

I Qpt somit parallel zur Schlusslinie des Kräftepolygones und 

P Öeht durch den Schnittpunct der äussersten Seiten des Seil- 

QQ ^lygones. Die gesuchte Mittelkraft ist die Projection 1! von l. 

ßl v^Uen die Kräfte sich im Gleichgewichte befinden, so muss das 

^ räumliche Polygon 12 3... ein geschlossenes sein. 

P5 ^ Werden die beiden Figuren I und II von dem unendlich 

^ 'Amen Puncto der Centralaxe aus auf zwei verschiedene Ebenen 

^ E^ und E^ projicirt, so ergeben sich in denselben Kräfte und 

V Seilpolygone, die affin sind für die Schnittlinie der Ebenen 

Ji?i und E^ als Affinitätsaxe und die Centralaxe des Nullsystemes 
als Richtung der Affinitätsstrahlen. Die Schlusslinien der Kräfte- 
polygone in -Ej und E^ sind affin, da sie die Projectionen sind 
der Schlusslinie des Polygonzuges \W. ., der Figur 11. 
Die Resultanten der Kräftesysteme ergeben sich in affinen 
Geraden. Hierin liegt der Satz: 

Affine ebene Eräftesysteme haben affine Resultanten. 

Der hier entwickelte Satz ist übrigens nicht nur für ebene, 
sondern auch für räumliche Kräftesysteme evident; er folgt 
sofort aus den allgemeinen Sätzen der Zusammensetzung der 
Kräfte. 

Sind umgekehrt Kräfte- und Seilpolygon vorgeschrieben, 
so lassen sich leicht zwei derartige in Bezug auf ein Null- 
system reciproke Figuren I und II finden, deren Projectionen 
das angenommene Kräfte- und Seilpolygon sind. 
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Aus der hergeleiteten Bezdehung des Kräfte- und Seil- 
polygones zum Nullsysteme lassen sich mit Leichtigkeit alle 
Beziehungen entwickeln, welche zwischen den Seilpolygonen 
vorhanden sind, die zu dem nämlichen Kräflesysteme gehören, 
ebenso die Belationen, welche zwischen den Kräftesystemen 
existiren, die zu den nämlichen Seilpolygonen sich construiren 
lassen.^ Auf diese Puncto soll nicht weiter eingegangen wer- 
den, da diese reciproke Beziehung des Kräfte- und Seüpoly- 
gones mehr einen blos theoretischen Werth besitzt. 

§ 17. 
Die graphische Zusammensetzung der Kräfte im Räume. 

Die graphische Zusammensetzung der Elräfte im Baume 
mit verschiedenen Angriffspuncten ist auf mannigfaltige Weise 
ausfuhrbar. Es soUen hier nur diejenigen Methoden Erwähnung 
finden, welche sich in der Ausführung vorzugsweise zweck- 
mässig erwiesen, oder welche ein theoretisches Interesse besitzen. 

Erste Methode. Die älteste Methode der Zusammen- 
setzung der Kräfte auf graphischem Wege stimmt gedanklich 
mit der bei der analytischen Zusammensetzung der Kräfte an- 
gewandten überein. Sie löst die Aufgabe der Reduction des 
Kräftesystemes auf eine in einem willkürlichen Puncto A an- 
greifende Kraft und auf ein Ej'äftepaar. 

Die Kräfte seien gegeben durch die orthogonalen Pro- 
jectionen in drei zu einander senkrechten Projectionsebenen. 
Sämmtliche Kräfte werden nach dem Schnittpuncte der drei 
Projectionsebenen, welcher der Bequemlichkeit wegen in den 
Punct A gelegt ist, transportirt. An die Stelle einer jeden 
Kraft Pi tritt dann die nach parallel verschobene Kraft und 
ein Kräftepaar, das sich in drei Kräftepaare zerlegen lässt, die 
sich in den drei Projectionsebenen befinden. Die Momente 
dieser drei Kräftepaare sind gleich den Drehmomenten der 
Projectionen der betreffenden Kraft für den Punct als Dreh- 
punct. 

* Siehe „L. Cremona, Le figure reoiproche nelle Statica grafica" 
und „Culmann, Graphische Statik". 
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Die nach transportirten Kräfte lassen sich durch Con- 
straction eines räumlichen Kräftepolygones zu einer einzigen 
in angreifenden Kraft R vereinigen. Die Projectionen dieser 
Resultante R sind die Schlusslinien der drei aus den Projectionen 
der Kräfte in den Projectionsebenen mit als Anfangspunct 
construirten Kräftepolygone. 

Die Ejräftepaare in den Projectionsebenen können zu drei 
Kräftepaaren zusammengesetzt werden, die in den drei Pro- 
jectionsebenen sich befinden. Das Moment eines solchen, z. B. 
des in der ersten Projectionsebene liegenden Kräftiepaares ist 
gleich der Summe der Drehmomente der ersten Projectionen der 
Kräfte ftir den Punct als Drehpunct. Sind diese drei Mo- 
mente der in den Projectionsebenen sich ergebenden Kräftepaare 
geAinden, auf den nämlichen Hebelarm h gebracht: 

und dann die reducirten Momente nix, niyy nh auf den Axen 
der Kräftepaare, also auf den drei Projectionsaxen von aus 
so aufgetragen, dass die betreffenden Projectionsebenen von 
den Endpuncten dieser Strecken aus gesehen, im positiven 
Sinne gedreht erscheinen, so bestimmt die Diagonale m des 
aus diesen Strecken construirten Parallelepipedes die Ebene 
und das Moment M des Kräftepaares, welches sich bei Zu- 
sammensetsning der drei Kjäfl^epaare ifx, ify, Mz ergibt. 

In Taf. IV und V ist die hier erläuterte Methode zur Zu- 
sammensetzung von je vier Kräften P^, Pg, Pg, P^ verwandt, 
deren Projectionen sind P/P/'Pi", P^' P/ P^'', P^' P/ P/\ 
P4 P^" PJ^- Die Projectionen R' R" R'" der in angreifenden 
resultirenden Kraft B sind die Schlusslinien 04', 4^,0 4'" der 
drei aus den Projectionen der Kräfte construirten Polygone 
Ol' 2' 3' 4', 01"2''3''4", 0V''2"'TA:\ 

In Taf. IV ist zur Bestimmung der Momente m«, my, m« 
das in § 6 entwickelte und dort als „erste Methode" bezeichnete 
Verfahren angewandt. Die Projectionen der Axe des resul- 
;irenden Kräftepaares sind m\ m'\ m" , 

In Taf. V sind die reducirten Momente m«, my, mz durch 
Construction der drei Seilpolygone ermittelt, welche in den drei 
Projectionsebenen sich für die Projectionen der Kräfte zeichneii 
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lassen. Die vier Kräfte Pi, P^, Ps» A ^^ ^^ ^^^^ geraden 
Linien gr^, g^a» fl'sj fl'i angenommen, deren Projectionen sind 

9i'9i " S'l'^ 9%' 9%" 9^'\ 9z 9% 9s'' ^ 9^ 9^" 9^1" ^d deren Durch- 
stosspuncte sind S^* Si" S^ '", S^' 82" S^'", S^' Sq" Sq"'^ SJ S^ " SJ^, 
Die Grössen der Kräfte und deren Bichtungssinn sind aus den 
Kräftepolygonen 1' 2' 3' 4', Ol" 2" 3" 4", r 2'" 3" 4" zu 
erkennen. Werden die drei Pole 0,, 0^, Og der Blräftepolygone 
in der nämlichen Entfernung h von den drei Schlusslinien 
4', 4", 4'" angenommen, so schneiden die beiden äussersten 
Seiten der drei Seilpolygone auf den drei Schlusslinien die auf 
den Hebelarm h reducirten Momente nix^ niy, nh aus: 



niz = Ä'" P". 

Die drei Momente m», my, niz verschwinden, wenn die drei 
Seilpolygone geschlossen sind. Daraus folgt der Satz: 

Ein System von Kräften im Räume mit verschiedenen 
Angriffspuncten steht im Gleichgewichte, wenn die drei 
für die Projectionen der Kräfte construirten Kräfte- und 
Seilpolygone geschlossen sind. 

Darin, dass bei dieser Methode in den drei Projectiöns- 
ebenen operirt wird, möchte kaum ein Nachtheil zu erkennen 
sein, sondern eher ein Vortheil insofern, als die dritte Pro- 
jection eine Controle für die Zeichnung liefert. Uebrigens 
kann die Construction in der dritten Projectionsebene, da das 
Kräftesystem schon durch die beiden ersten Projectionen be- 
stimmt ist, allerdings auf zeitraubende Weise vermieden werden. 
Dann ist das Kräftepaar, welches sich beim Transportiren einer 
der Kräfte Pi nach dem Puncto ergibt, nicht in die drei in den 
Projectionsebenen befindlichen Elräftepaare zu zerlegen, sondern 
es ist die Axe dieses Kräftepaares im Puncto zu construiren 
und auf derselben das reduclrte Moment aufzutragen. Die 
Schlusslinie des aus den auf den Axen aufgetragenen reducirten 
Momenten construirten Polygones bestimmt die Axe und das 
reducirte Moment des resultirenden Kräfbepaares. Abgesehen 
davon, das^ dieses Verfahren umständlicher ist, entstehen auch 
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Fehlerquellen infolge der ümklappungen der £benen der Kräfbe- 
paare, welche zur Bestimmung der reducirten Momente noth- 
wendig sind. 

Ist das Kräftesystem reducirt auf die in dem Puncto 
angreifende Kraft R und ein durch die Linien m\ m", 77i"' 
dargestelltes Kräftepaar und ist das Hauptmoment und die 
Centralaxe zu finden, so muss das Kräftepaar vermittelst des 
Satzes vom Parallelogramm der Momente in zwei Kräftepaare 
zerlegt werden, von denen das erste eine mit R zusammen- 
fallende Axe besitzt, während die Axe des zweiten senkrecht 
auf R steht. Das erste Kräfbepaar ist das Hauptkräfbepaar 9R; 
das zweite M* kann in der nämlichen Ebene, wie R angenommen, 
mit jB vereinigt werden und liefert die nach der Centralaxe 
verschobene Kraft R. Die orthogonale Projection von m auf 
die Kraft R bestimmt das reducirte Hauptmoment. Die Zu- 
sammensetzung des Kräftepaares if' mit der in angreifenden 
Kraft R geschieht am besten durch Umklappung der Ebene, 

• 

^ welcher die Kraft und das Kräftepaar sich befinden. Durch 
diese vorzunehmende Umklappung entsteht natürlich eine Fehler- 
Jöelle. Der Zeichner setzt sich der Gefahr aus, den aus der 

^'^chauung zu entnehmenden Drehungssinn des Kräftepaares 

^' in folBcher Weise einzuführen. 

Zweite Methode. Sämmtliche Kräfte Pi werden zerlegt 
3^ zwei Componenten, von denen die eine durch einen an- 

^W^mmenen Punct Ä geht, während die zweite in einer fixirten 

^\)ene E Hegt. Die in A angreifenden Componenten setzen 

sich zu einer Ej'aft üj, die in E liegenden Componenten zu 

eiQer Kraft R^ resp. zu einem in E liegenden Kräft^epaare mit 

dem Momente M zusammen. 

Die Construction gestaltet sich in der Ausfuhrung sehr 
einfach, wenn die Ebene E zu einer der Projectionsebenen, 
z. B. zur horizontalen Projectionsebene gewählt wird. Bei der 
Zerlegung einer der Kräfte, z. B. der in der Geraden gi sich 
befindenden Kraft Pi ist der horizontale Durchstosspunct >Si' 
von gi zum Angriffspuncte von Pi zu machen. Die eine Com- 
ponente Qi fällt dann in die VerbindungsKnie der Puncto Si 
und Af während die zweite Ti in die horizontale Spur si der 
durch A und die Kraft Pi bestimmten Ebene 8i Si" zu liegen 
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kommt. Die Kraft R^ ergibt sich durch Constraction eines 
räumlichen Kräftepolygones aus den Kräften ^i, die Kraft R2 
durch Zusammensetzung der in der horizontalen Projections- 
ebene liegenden Kräfte Ti. 

Soll das Kräftesystem auf zwei Kräfte reducirt werden, 
deren eine in einer vorgeschriebenen G-eraden l sich befindet, 
so ist es zweckmässig, zunächst einen Punct Ä auf l anzu- 
nehmen und das Kräftesystem auf zwei Kräfte zurückzufuhren, 
von denen die eine R^ durch den Punct Ä geht, während die 
zweite Bg sich in der horizontalen Projectionsebene befindet. 
Dann ist durch R^ und l eine Ebene zu legen, welche die Kraft 
iüg in einem Puncto B schneiden möge, und R^ in eine Com- 
ponente K^ in l und in eine Componente K^ in AB zu zer- 
legen. Die Componente K^ setzt sich mit R^ zu einer einzigen 
Elraft K zusammen und das Kräftesystem ist so auf zwei Kräfte 
K und K, zurückgefthrt, deren^e in l liegt. 

Dritte (Mohr'sche) Methode. Diese Methode beruht 
auf dem Satze, dass ein Kräft^esystem im Gleichgewichte sich 
befindet, wenn die Projectionen der Kräfte auf drei zu einander 
senkrechten Ebenen unter sich im Gleichgewichte stehen. Sollen 
demgemäss die Kräfte Pi sich durch eine Kraft R und ein 
Kräftepaar M ersetzen lassen, so müssen die Projectionen von 
R und M in den drei Projectionsebenen Kräfte liefern, welche 
zusammengesetzt auf die ßesultanten der auf die Projections- 
ebenen projicirten Kräfte Pi fähren. 

In den Projectionsebenen seien die Resultanten der proji- 
cirten Kräft;e Pi bestimmt. Die Projectionen in der horizontalen 
Projectionsebene sollen eine Resultante Ä, die in der verticalen 
eine ßesultante B und die in der Seitenebene eine Resultante 
C ergeben haben, wo natürlich diese drei Kräfte Äj B, C der 
Grösse und Richtung nach durch die Projectionen On\ On^j 
On'" der Schlusslinie On des räumlichen Kräftepolygones ge- 
geben sind. Die durch die Projectionen B und C, G und A^ 
A und B bestimmten drei Kräfte D, E, F ergeben sich durch 
parallele Verschiebungen der Schlusslinie Ow des räumlichen 
Kräfbepolygones ; es kann daher das Kräftesystem auf je eine 
dieser Kräfte und ein Kräfliepaar reducirt werden. Sind nun 
Äj B\ C die Projectionen der Kräfte D, E, P, beziehungs- 
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weise in der ersten, der zweiten und der dritten Projections- 
ebene, so ist jedes der drei Kräflesysteme : 

Fj C, — C , 

wo mit — A\ — B\ — C die Kräfte bezeichnet sind, die sich 
bei Aenderung des Bichtungssinnes aus Ä\ B\ C ergeben, 
gleichwirkend mit dem gegebenen Kräftesysteme, da jedes 
dieser drei Kräfliesysteme auf die drei Projectionsebenen pro- 
jicirt Kräfte liefert, die sich zu -4, JB, (7 vereinigen lassen. 
Das gegebene Kräftesystem ist hiermit auf drei verschiedene 
Arten auf eine Kraft und ein Kräftepaar zurückgefdhrt. 

Durch diese Betrachtung ist, allerdings auf eine umständ- 
liche Art, die Aufgabe gelöst, ein Kräftesystem auf eine Kraft 
^nd ein Kräftepaar zu reduciren, wobei das Kräftepaar in einer 
vorgeschriebenen Ebene E sich befindet. 

£s soU speciell die Centralaxe und das Hauptmoment 3R 
gefiinden werden. 

Mit R wird jetzt speciell die sich bei ßeduction des Kräfte- 
^ystemes auf 2Jl und eine in der Centralaxe sich ergebende 
^^affc diese letztere Kraft bezeichnet. Es folgt dann, dass jedes 
"^^ folgenden aus drei Kräftepaaren bestehenden Systeme: 

{B, -E) m{B\ -B), 
(E, -F)m (C, -C), 

ein Gleichgewichtssystem bildet, und dass also die durch einen 
Punct gelegten Ebenen der drei Paare eines solchen Systemes 
in einer Geraden sich schneiden. Auf Taf. VI, auf welcher die 
Centralaxe des Kräftesystemes der drei Kräfte P^, Pg, P^ be- 
stimmt ist, sind die Ebenen der Paare (iJ, — D), {R, — E), 
(i?, — F) mit d, e^ f resp. die Spuren mit cV d" cT^ e' e" e", 
irr bezeichnet. Aus der eben genannten Bedingung folgt 
in Bezug auf das erste der oben bezeichneten Gleichgewichts- 
systeme, dass die Ebene des Elräftepaares 3Jl durch die Spur 
^ gelegt werden kann. Da die Ebene von 3R normal zu R und 
^ gestellt ist, so muss d' die Projectionen A und A' recht- 
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winklig schneiden. Die Gerade d' und folglich auch die Ebene 
d sind normal zur Ebene EF gerichtet. In gleicher Weise 
sind die Ebejien e und f durch die Bedingung der normalen 
Stellung, beziehungsweise gegen die Ebenen F D und B E be- 
stimmt. Die Centralaze des gegebenen Eräftesystemes ist 
demnach der Schnitt der drei Ebenen, welche durch die 
Kanten des Prismas D EF normal zu den gegenüberliegen- 
den Seitenflächen desselben gelegt werden können. In der 
Zeichnung sind die Projectionen der Centralaxe mit k\ k", k"" 
bezeichnet. 

Die Grösse 901 des Hauptmomentes ist durch die Bedingung 
bestimmt, da^s jede der Projectionen der drei Kräftepaare 

{A, - Ä) , {B, - B') , {G, - C) 

auf eine zu B normale Ebene nach Grösse und Sinn gleich 3Jl 
sein muss. Sinn und Grösse von 3R können also durch drei 
von einander unabhängige sehr einfache Constructionen gefun- 
den werden. 

Soll das Kräftesystem zurückführbar sein auf eine einzige 
Kraft i2, so muss 2Jl verschwinden, also Ä mit Ä\ B mit JB', 
C mit G' zusammenfallen. Dies tritt ein, wenn A, B^ C die 
Projectionen sind derselben Kraft.* 

"Wird nicht verlangt die Centralaxe und das Hauptmoment 
anzugeben, sondern ist das Kräftesystem durch zwei Kräfte zu 
ersetzen, welche in zwei geraden Linien g und l sich befinden, 
von denen die eine g durch die Projectionen g\ g'\ g" gegeben 
ist, so kann die Construction mit Benutzung desselben Ge- 
dankens durchgeführt werden. 

Die Schlussiinie des räumlichen Kräftepolygones sei Ori, 
also Ow', On\ On'" die Schlusslinien der drei in den Pro- 
jectionsebenen construirten Polygone. A^ i?, C seien wieder 
die Resultanten der Kräfte in den einzelnen Projectionsebenen. 
Dann muss jede der drei Kräfte A, Bj G sich zerlegen lassen 
in je zwei Oomponenten, welche in den betreflfenden Projectionen 
von g und l liegen. Es müssen daher diese Projectionen von 



* Die hier für die Construction der Centralaxe gegebene Methode 
ist der Abhandlung von Mohr: „Ueber die Zusammensetzung der Kräfte 
im Baume," CiviJingenieur, Band XXII, entnommen. 
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g und l sich auf Ä, Bj G schneiden, also g' und T auf Ä, g" 
und r auf B, g'*' und T auf C. Die Projectionen g\ g'\ g"* 
der gegebenen Geraden g mögen A, B^ C treffen in den Puncten 
ij, Bj, Gl- Dann muss die erste Projection V der gesuchten 
Qeraden l durch ^j gehen, die zweite V durch B^j die dritte 
r durch Cj. Die drei Puncte -4j, B^^ 0^ bestimmen als erste, 
zweite und dritte Projection drei Gerade k^, k^, Äg, welche den 
Projectionsaxen parallel sind, und die von l geschnitten werden. 
Es sind somit l und g Erzeugende der zweiten Schaar des 
durch Äj, k^, k^ bestimmten einfachen Hyperboloides. Ist die 
Gerade l gefanden und wird das Kräftesystem durch zwei 
Kräfte in g und l ersetzt, so muss die Schlusslinie des aus 
diesen Kräften construirten Polygones mit n übereinstimmen. 
Dies ist nur mögHch, wenn die Gerade l parallel ist einer 
Ebene, die durch n und eine durch gehende zu g parallele 
Gerade g^ bestimmt ist. Die Auffindung von l ist hiermit auf 
die bekannte Aufgabe der Geometrie zurückgeführt : „Von den 
zwei zu einer Ebene parallelen Erzeugenden der zweiten Schaar 
eines einfachen Hyperboloides ist die zweite zu finden, wenn 
die erste gegeben ist," eine Angabe, die sich in rein linearer 
und bei Berücksichtigung der speciellen Lage der drei Geraden 
Atj, Äg, Äg in sehr einfacher Weise lösen lässt. 

Diese hier behandelte Methode ist für die Construction die 
bequemste und vorzugsweise zweckmässig, wenn es sich um 
die Bestimmung der Centralaxe des Kräftesystems handelt. 
Sämmtliche vorzunehmenden Operationen lassen sich leicht 
ausfahren und sind bei den Controlen, welche das einzuschlagende 
Verfahren bietet, Fehler gänzlich ausgeschlossen. 

Auf Taf. VI ist die hier beschriebene Methode zur Con- 
struction der Centralaxe eines Kräftesystemes verwandt. Die 
drei geraden Linien Ä^ B, C in den drei Projectionsebenen 
sind angenommen. Natürlich müssen sie so gewählt sein, dass 
sie nach dem Schnittpuncte der Projectionsebenen parallel ver- 
schoben die Projectionen der nämlichen geraden Linie dar- 
stellen. Die Projectionen der Centralaxe sind k', k'\ ft". 

Vierte Methode. Zum Schlüsse soll noch eine Methode 
angefahrt werden, welche ein mehr historisches Interesse be- 
sitzt. Die för die Ebene sehr bequeme Methode der Bestim- 
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mnng der KeenltAnte durch Constmction eines Kräfte- und 
Seilpolygones ist nar bei ganz speoieller Lage der Kräfte anf 
den Baum übertragbar. Die berznleiteade Methode ist ent- 
standen ans dem Verlangen nach einer Methode, welche sich 
dorch Yerallgemeinemng der fär die Sbene geltenden Methode 
ergibt, welche also filr den speciellen Fall des ebenen Kr&fle- 
systemes in die Constraction der Eäsoltante vennittelst Kräfte- 
ond Seilpolygones übergeht. 

Die gegebenen Kräfte seien P,, P,, . . ., Pd. Es sollen 
diese Kräfte aof zwei Kraft« znrQcbgefbhrt werden, von denen 
die eine F durch einen vorgeschriebenen Ponct geht 



Fig. 48. 

Aus den Kräften P,, Pg, . . ., Pn (in der Zeichnung sind 
fünf Kräfte angenommen) sei das Kiäftepolygon 012 3 4 5 
constniirt. Der Funct A^ werde als AngrifTspnnct der ersten 
Krafl angenommen. Dann kann P, zerlegt werden in drei 
Kräfte, von denen die erste S, der Glrösse und Bichtnng naoh 
beliebig anzunehmen ist, in eine zweite Kraft j*], welche durch 
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geht, und eine dritte Sg, welche die Kraft Pg in einem 
Pmicte Ä^ schneidet. Die Componente S^ ist in der Linie A^ A 
angenommen und im Kräfkepolygon durch die Linie 00' der 
Grösse und dem Siime nach gegeben. Die ^Resultante 0' 1 der 
beiden Kräfte P, und — S^ muss gleich der Besultante von 
F^ und Sa sein. Wird demgemäss durch A-^ die zu 0' 1 parallele 
Linie k gezogen, so müssen Fy und S^ mit k in einer Ebene liegen 
und es geht daher S^ durch den Schnittpunct der Ebene Ä, ^, 
mit Pg hindurch. Nach Bestimmung dieses Punctes A2 er- 
geben sich die Grössen der Componenten P, und S^ aus dem 
Kräftepolygon. Ist 1' der Schnittpunct der in 0' zu A^ und 
m 1 zu A^ A^ parallel gezogenen Linien, so ist Pj = 0' 1' und 
52=1'!. Dann kann Pg in der nämlichen Weise in drei 
Componenten zerlegt werden, von denen die eine in ^| ^ 
liegt und sich gegen S^ aufhebt, während die anderen beiden 
Pg und Sg in -4a liegen und Pg in einem Puncte A^ schneiden. 
Der Punct A^ und die Grössen dieser beiden Componenten sind 
in der nämlichen Weise wie vorhin zu bestimmen, es wird 
Pg = 1' 2', Sg = 2' 2 ; u. s. w. Schliesslich kann die letzte Kraft 
P5 in drei Componenten zerlegt werden, von denen die erste 
sich gegen die dritte Componente der vorletzten Kraft weg- 
hebt, die zweite in A^ fällt, während die dritte S^^ die Kraft 
/S^, also die Linie A^ A in einem Puncte A trifft. Das Kräft»- 
system ist so auf eine Reihe von Kräften Pj, Pg, . . ., P5, die 
alle durch gehen, sich somit zu einer einzigen durch die 
Linie 0' ö' bestimmte in angreifende Kraft P zusammensetzen 
lassen, und auf zwei Kräfte aS, und S^ reducirt, welche in der 
nämlichen Ebene liegen und sich zu einer einzigen Kraft S 
vereinigen. Wird die Strecke 5' 5 parallel nach 0' verschoben 
5'5#0'5*, so ist S durch die Linie 05* gegeben. .Das 
Ej*äftesystem ist auf zwei sich kreuzende Kräfte zurückgeführt, 
deren eine durch geht. 

Die Pyramide mit der Spitze 0, in deren Kanten die 
Kräftie Fi liegen, ist «ds die Seilpyramide bezeichnet worden. 

SoU Gleichgewicht existiren, so muss da^ Kräftepolygon 
zunächst geschlossen sein, also der Punct 5 in den Punct 
fskllen. Dann müssen die Kräfte S und P entweder beide gleich 
Null sein oder sich gegenseitig wegheben. Der erste Fall be- 
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dingt eine ganz specielle Wahl von S^, er ist nnr möglich, wenn 
iS| die Kraft P^ schneidet Im Kr&ftepolygon markirt er sich 
dadurch, dass ansser 5 mit noch der Pnnct 5' in den Pnnct 
0' feilt. In dem zweiten Falle stehen die drei Kräfle S^, S^^ F 
im Gleichgewichte. A^ wird der Schnittpnnct sein der durch 
und S^ bestimmten Ebene und in dieser Ebene werden S^ 
und F zu liegen kommen. 

Liegen die Kräfte P^, Pg» • • • ^ einer Ebene, so ver- 
schwinden, felis ausserhalb dieser Ebene angenommen ist, 
die Componenten Pj, Pg, . . . ; das Polygon 0' 1' 2' . . . schrumpft 
in einen Punct, den Pol des Kräftepolygones zusammen, wäli- 
rend das Polygon A^j A^j . . . in das Seilpolygon übergeht. 

In der Ausführung gestaltet sich diese Methode recht um- 
ständlich, jedenfells viel umständlicher als die froheren; sie 
ist deshalb zur Construction nicht geeignet. Der ftlr sie von 
Autoren angefilhrte Grund, dass sie eine Verallgemeinerung liefert 
der für ebene Kräftesysteme üblichen Methode der Construction 
der Resultante vermittelst eines Elräft^e- und Seilpolygones 
ist hinfällig, wenn bedacht wird, dass sich dieselbe auf mancherlei 
Art für den Baum verallgemeinem lässt. Die als „zweite Me- 
thode^ bezeichnete, bei welcher das räumliche Kräfbesystem 
auf ein System von Kräften, die durch den nämlichen Punct 
gehen, und auf ein ebenes Kräft;esystem zurückgeführt ist, 
bietet auch eine solche Verallgemeinerung, da ja die Itesultante 
des ebenen hierbei auftretenden Kräffcesystemes durch Con- 
struction eines Kräfle- und eines Seilpolygones zu bestimmen ist. 

§ 18. 
Räumliches Seilpolygon. Seiicunre. 

Es kann die Frage aufgeworfen werden, welche Beziehungen 
müssen zwischen den Kräften eines räumlichen Kräfbesystemes 
existiren, damit dasselbe durch Construction eines räumlichen 
Seilpolygones sich auf zwei in den äusaersten Seiten liegende 
Kräfte reduciren lässt, wobei unter einem räumlichen Seil- 
polygone ein Polygon verstanden werden soll, dessen Eck- 
puncte in den aufeinanderfolgenden Kräften sich befinden, 
während die Seiten parallel sind zu den Strahlen, die von 
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einem fixirten Puncte (dem Pole des räunoilicheii Kräftepoly- 
gones) nach den aufeinander folgenden Eckpunoten des Kräfbe- 
polygones gezogen werden können. Diese Frage soll die Be- 
antwortung finden, sie ist von Wichtigkeit, da sie die Auf- 
gabe löst: es soll das Polygon resp. die Ourve gefunden wer- 
den, in welche sich ein Seil bei Wirkung von gegebenen Kräften 
einstellt, falls diese Kräfte nicht in einer Ebene sich befinden. 

Von vornherein ist klar, dass eine jede Krafb Pi in der 
Ebene liegen muss, welche durch die benachbarten, in Pi sich 
schneidenden Seiten des Seilpolygones bestimmt ist, da ja Pi 
in zwei in diesen Seiten liegende Componenten zu zerlegen ist. 

Die Kräfte sollen in den Geraden ^1,^2, l^ ... liegen, welche 
vollkommen beliebig gewählt sein dürfen. 

Wird in ^ der Angriffspunct A^ der ersten Kraft P^ an- 
genommen, so kann noch über die Grösse der ersten Kraft P^ 
und über die Eichtxmg der ersten Seite Qi des Seüpolygones 
verf&gt werden. Der zweite Eckpunct A^ des Seüpolygones 
ist dann der Schnittpunct der durch g^ und Z, bestimmten 
Ebene mit l^ und A^ A^ ist die zweite Seite g^ des Seüpoly- 
gones. Der dritte Eckpunct des Seüpolygones wird der Schnitt- 
punct sein der durch g^ und l^ gelegten Ebene mit Zg "^ s. f. 
Das Seüpolygon ist vollkommen bestimmt; damit auch das 
Kräftepolygon und der Pol desselben, wenn P^ also die erste 
Seite des Kräftepolygones gegeben ist. 

Ist das Seüpolygon vorgeschrieben, so können die Rich- 
tungen der in den Eckpuncten Ai angreifenden Kräfte Pi be- 
liebig in den Ebenen angenonmien werden, welche durch die in 
A\ sich schneidenden Seiten des Seüpolygones bestimmt sind. 

Es sei das Kräftepolygon 012... und der Pol desselben 
angenommen und nach den geraden Linien gefragt ^, ^2} ^s - • •) 
in denen die Ejräfbe liegen. 

Der Pol des Kräftepolygones sei zum Nullpunct des Co- 
ordinatensystemes gemacht. Die Coordinaten der Eckpunkte 
des Kräftepolygones seien £0 tj^ Co, Si i^i Cj, £2 ^2 ^2» • • -7 ^ ^^s 
£0 ''lo Co die Componenten der Spannung in der ersten Seite des 
Seilpolygones liefern, Sj -q^ Cj diejenigen in der zweiten Seite 
u. 8. £ 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 8 
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Sind Pj, Pg, . . . die Grössen der gegebenen Kr&fte, *i ßi Yi> 
'^2 ßs Ts? • - • die Winkel, welche dieselben mit den positiven 
Seiten der Coordinatenaxen einschliessen, so wird: 

61 = Co + A cos Oj , 
1i=lo + -fico8ßi, 

Ci = Co + Pi cos Ti ; 

Sa = €1 + -Ps <508 «2 = So + -Pi cos ttj + P2 cos «2, 

^2 = Ti + ^2 cos ßa = "^0 + A cosßi + Pg cos ßa, 

Cg = C, + ^2 cos T2 = Co + Pi cos T, + Pg cos Tg; 
allgemein : 



1. 



& = 61- 1 + Pi cos «i = S^ + ^ Ä cos ak , 

1 

i 

Y)i = 7]i«, + Pi cos ßi = 7]^ + I Ä cos ßk , 

1 

I 

Ci = Ci-i + Pi cos Ti = Co + ^ Pk cos Tk . 



Die Coordinaten der Eckpuncte des Seilpolygones seien 

^1 2/1 ^i> ^2 2/2 ^27 • • • ^ ^cr erste Eckpunct x^ y^ z^ vorge- 
schrieben, so werden die der übrigen sein: 

ajg = Xj -f- Xj §j , 

^ ^^ ^2 I ^2 *2 » 
2/8=^2+^2 12» 
^8 ^^^ ^2 H" ^2 Cg > 

ooi = Xi-i + Xi_.i$i_-i, 

yi = yi-\ + >^i-i '^Qi - 1 , 

^i = -S^i-l + ^i- 1 Ci-i , 

WO über die Grössen ^,^2»--- verfugt werden darf. Nach 
Annahme derselben sind die Eckpuncte des Seilpolygones und 
damit die geraden Linien ^,^2, ... bestimmt, in denen die 
Kräfte liegen. 

Es ist nun der Grenzübergang durchzuführen für den Fall, 
dass das KräAepolygon in eine Kräftecurve und das Seilpolygon 
in eine Seilcurve übergeht. Die Ebene, welche durch zwei 



allgemein : 
2. 
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benachbarte Seiten des Seilpolygones gegeben ist, geht in die 
Schmiegungsebene der Seilcurve über. Die wirkenden Kräfte 
mflssen somit in den Schmiegnngsebenen der Seilcurve 
liegen. 

Die Coordinaten der Kräftecurve seien S ir] C, die der Seil- 
curve xy z^ die Spannung 8ei T , iri^, xyz und T sind Func- 
tionen des nämlichen Parameters. 

Da der Pol im NuUpuncte des Coordinatensystemes an- 
genommen ist, so ist durch den Badius der Kräftecurve die 
Spannung nach Grösse und Richtung gegeben : 



r=VSa + ,ja + C«. 

Aus den Gleichungen 2, in welchen für die Differenzen 
Xi — (Ci^i, yi — ^i-i, Zi — Zi^i zu setzen ist dx, dy, dz, folgt: 

dy = Xi7, 

dz = 'kti 
and somit: , 

d5 = xv$« + Yi2 + c2 = xr, 

wo ds das Bogenelement der Seilcurve bedeutet. 

Die Gleichungen 2 a sagen aus, dass die Tangente der 
Seilcurve parallel ist dem entsprechenden Badius der Kräfte- 
curve, was schon von vornherein evident ist. 

Die Spannung in einem Puncte der Seilcurve fällt in 
die Tangente. 

Bei Einsetzung des Werthes 

. ds 

in die Gleichungen 2a ergibt sich: 

Tdx= ids, 

Tdy = 'iid8, 

Tdz^ tids. 
Werden nun mit 

Xds, Tds, Zds 

die Componenten der auf das Bogenelement ds der Seilcurve 
wirkenden Kraft Pds bezeichnet, so dass: 

8* 



I» 
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dri= TdSj 
dC= ZdSj 

so folgen ftlr die Seilcurve die Diflferentialgleichungen: 

d 



3. 






da 

A 
da 



d 

X 

ans denen die Gkstalt des Seiles bei vorgeschriebenen Kräften 
X, Y, Z Tsa bestimmen ist. 

Eine Integration lässt sich in den Gleichungen 3 allge- 
mein bewerkstelligen und fuhrt auf die Formeln: 

dx 



4. 



T^~(t^^\ = r Xds 
T^-It^] = r Yds 

T^_(r^-?) = f'zds. 

ds \ dsis. J, 



T 



dx 



ds 



T ^— sind die Oomponenten der Spannung in 



ds' ^ ds' ^ ds 
der Richtung der Coordinatenaxen. Die hergeleiteten GHeichnn- 
gen sagen somit aus: Die Zunahme der a;-(resp.j/- oder 
Z") Componente der Spannung von einem Punete s^ bis 
zu einem Punete s des Seiles ist gleich der Summe der 
a;-(resp.2/-oderjsr-) Componenten der auf dieses Seilstück 
wirkenden Kräfte. 

Aus den Gleichungen 4 folgt für die Spannung der Werth: 

f'xds + f T— 1 r Yds + {t^\ Czds + It—] 



dx 
ds 



ds 



dz 
ds 



Bei Ausführung der Differentiationen in den Gleichungen 3 
ergibt sich: 
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5. 



d'x . dTdx 



T 



T 



ds* 
d'y 



+ 



= X, 



ds 

d'z 

ds 



ds ds 
,dTdy_ 

2 1 j ^ ^ ^ -^ » 



2 



ds ds 



\dTdz^_ 
ds ds 



Die "Winkel, welche die Tangente der Seilcurve mit den 
Goordinatenaxen bildet, seien a, ß, f , und diejenigen, welche die 
Hauptnormale mit den Axen einschliesst, seien a, 6, c. Dann 
ist bekanntlich: 



cosa = 



dx 
ds 



cosa = p 



(Px 
ds 



2 



cosß = ^j 
ds 

d^y 

cos & = p ~^r-^ ) 



dz 

COS 7 = 3- > 

ds 



ds 



2 



OOSC = p 



d^z 



ds^' 
Es lassen sich daher 



wo p den Ejrümmungsraditis bedeutet, 
die Gleichungen 5 schreiben: 

(T ,dT ^ 

— cos a + -r- cos a = X, 
p ds 

5a. ^ - cos 6 + T- cos ? = Y, 

p a5 

T ,dT _ 

- cos c H — 1 - cos 7 = Z . 

l^p ds 

Die Resultante P der Kräfte X, Y, fliegt nach Früherem in 

der Schmiegungsebene der Seilcurve und kann somit in eine 

Componente: 

Q = Xcos a + i^cos ß + Zcos y , 

die in der Tangente sich befindet, und in eine Componente: 

N= Xcos a + i^cos 6 + ^ cos c , 

die in der Hauptnormale liegt, zerlegt werden. Für Q und N 

ergibt sich bei MultipKcation der Gleichungen 5 a. mit cos a, 

cosß, cosf resp. mit cos a, cosft, cosc und Addition: 



6. 



und somit ist: 



^ dT 
^=ds' 



N= 



T 



p.rQ'+N>=\/m'+f, 
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Umgekehrt folgt für die Spannung : 

T=pN= fqds. 

Aufgabe: Es soll untersucht werden, unter welchen 
Bedingungen die Spannung in einem Seile überall die 
nämliche ist. 

Für r= const folgt aus den Gleichungen 6: 

T 

P 

d. h. die Kraft P liegt in der Hauptnormale und ist dem 
Krümmungsradius der Seilcurve umgekehrt proportional. 

Ist speciell P = const., so wird p = const. Die Seilcurve 
ist eine Schraubenlinie, die, wenn die weitere Voraussetzung 
gemacht ist, dass die Kräfte in einer Ebene liegen, in eine 
Kreislinie übergeht. 

Aufgabe: Die auf ein Seil wirkenden Kräfte sollen 
vertical gerichtet sein. Es ist die Gestalt des Seiles 
zu untersuchen. 

Erhält die z-Axe die Bichtung der Verticalen, so ist: 

X=0 und Y=0] 

es folgt somit aus den Gleichungen 3: 



< 



ds 


• const. , 


ds 


= const., 


d Udz\ 
ds \ dsl ~ 


= Z. 


dx 


tf. 



Es ist: 

dy ' 

d. h. die Seilcurve liegt in einer verticalen Ebene. 
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4. Capitel. 
Ueber den Schwerpnnci 

§ 19. 
Allgemeine Betrachtungen. 

Die interessanteste und wichtigste Anwendung der Theorie 
der parallelen Kräfte bietet die Lehre vom Schwerpuncte. 

Die Gewichte von den Theilen eines schweren Körpers 
bilden ein System von parallelen Kräften, dessen B>esultante 
das Gewicht des ganzen Körpers ist, und dessen Mittelpunct 
nach den Formeln 13 des § 14 berechnet werden kann. Dieser 
Mittelpunct wird der Schwerpunot des Körpers genannt; er 
hat die Eigenschaft stets auf der Resultante zu liegen, in 
welche Lage der Körper auch gebracht wird, und lässt sich 
somit als Angriffspunct der [Resultante betrachten. 

Jede durch den Schwerpunct gehende Gerade wird als 
Schwerlinie und jede durch den Schwerpunct gehende Ebene 
als Schwerebene bezeichnet. 

Der Schwerpunct ist durch zwei Schwerlinien oder 
durch drei Schwerebenen^ die sich nicht in einer Geraden 
Bclineiden« bestimmt. 

!Bs kommt vielfach vor, dass sich eine Ebene angeben lässt, 
in Bezug auf welche die Schwerkräfte symmetrisch vertheilt 
sind: eine solche Ebene ist eine Schwerebene. 

Sind nur einige Massenpuncte vorhanden, die mit einander 
in starrer Verbindung stehen, so sind die Ooordinaten des 
Schwerpunctes : 

llfi lYi lifi 

wenn oh, yi, Z{ die Ooordinaten der Massenpuncte, Yi die Ge- 
wichte derselben bedeuten: 

Erfüllt die Masse einen Körper, so ist es zweckmässig das 
Gewicht eines Volumenelementes dv mit: 
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zu bezeichnen. Dann ergeben sich for den Schwerpnnct des 
Körpers die Formeln: 

J^xdv fiydv J^zdv 

2. e = — ^— . 7, = ^—^-, C=— ^-, 

WO 

G = J^dv 

das Gewicht des Körpers ist. 

Hierbei wird im AJlgemeinen t von Punct zu Punct einen 
anderen Werth besitzen, also eine Function: 

1 = f{x,y,z) 
des Ortes sein. 

Für homogene Körper ist f constant und geht in das Ge- 
wicht der Volumeneinheit über. In diesem Falle sind die 
Coordinaten des Schwerpunctes: • 

Jx d V Jy d V Jz d v 

2a. S=— — , T, = __, c=— ^» 

wo V das Volumen des Körpers ist. 

Es kommt häufig vor, dass ein Körper^ dessen Schwer- 
punct zu bestimmen ist, sich in Theile zerlegen lässt, deren 
Schwerpuncte sofort angebbar sind. Der Schwerpunct des gan- 
zen Körpers folgt dann aus den Formeln 1. Sind ii, Tji, Ci 
die Coordinaten der Schwerpuncte der einzelnen Theile, Gi 
die Gewichte derselben, so ergibt sich: 

In der Technik sind Körper von grosser Wichtigkeit, 
welche in einer oder in zwei Richtungen eine äusserst geringe 
Ausdehnung besitzen, also Körper wie Bleche, Drähte etc. Bei 
denselben kann von den sehr geringen seitlichen Dimensionen 
abgesehen und der Körper bei der Durchführung der Schwer- 
punctsbestimmung als eine mit Masse belegte Fläche resp. Linie 
betrachtet werden. 

die Coordinaten eines mit Masse belegten Flächenstückes und 
ist ^ df das Gewicht des Flächenelementes, so ergibt sich für 
die Coordinaten des Schwerpunctes: 



Die Zusammensetzung von Kräften. 121 

J-ixdf Jfydf Jtzdf 

/t d/ /t dr /t df 

wo Y un Allgemeinen eine Function des Ortes, also eine Func- 
tion der beiden Parameter p und q ist. 

Bei gleichmässiger Belastung der Fläche ist y = const. 
gleich dem Gewichte der Flächeneinheit und: 

, S^df Jydf fzdf 

4a. S = — ^r-' ^ = — ji-' ^ = —F~ 

die Coordinaten des Schwerpunctes, wenn F die Grösse des 
Flächenstückes bedeutet. Speciell ist für ein ebenes, in der 
Ebene ;? = liegendes Flächenstück : 

4b. i = ——, 7] = —^-, = 0. 

Sind analog 

^=fiip), y=f%{p)y z=fB^p) 

die Coordinaten einer mit Masse belegten Linie, y d l das Ge- 
wicht des Längenelementes dl^ so ergibt sich: 

J^xdl Jtydl S^zdl 

5. 5 = » Tf) = y C = 

Jldl J^dl S^dl 

Für eine gleichmässig mit Masse belegte Linie folgt: 

Jxdl Jy dl Jzdl 

wo i die Länge der Linie ist. In dem specieUen Falle einer 
ebenen, in der Fbene z = sich befindenden und gleichmässig 
mit Masse belegten Linie wird: 

Jxdl Jydl 

5b. S = — f — > ri = — - — j C = . 

Li den folgenden Paragraphen sollen die Schwerpuncte 
einer Seihe von gleichmässig belasteten Linien und Flächen, 
sowie die von homogenen Körpern bestimmt werden. 
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§ 20. 
Schworpunctsbestimmung von gleichmässig belasteten Linien. 

Schwerpunct von geraden Linien: Der Sohwerpunct 
einer geraden Linie befindet sich in der Mitte derselben. Sind 
x^ 2/1 2^ und X2 1/2 ^a die Coordinaten der Endpuncte, so ist 
der Schwerpunct: 

S == 2 ^^ "^ ^^ ^ ' *^ = 2 (2/1 + 2/2 ) ) C = 2 (^1 + ^2 ) • 

Sind eine Beihe von geraden Linien gegeben von den 
Längen Zj, Zg» • • • ^^i^d den Mittelpuncten S^ tJi Ci , i^ '^2^f * - •» ^o 
ist der Schwerpunct dieses Liniensystemes: 



S = 



^kii 



_ SjiTJi 



7] = 



c = 






Es sollen speciell drei Gerade gegeben sein, welche ein 
Dreieck ^5(7 bilden und zwar sei: BC=l^, CA^l^, AB = Iq. 

Die Schwerpuncte der drei Seiten, also deren Mittel- 
puncte A'j B\ C bestimmen ein dem /\ÄB G ähnliches Dreieck 
Ä B' C. 

A 




A 

Fig. 49* 
Es ist daher: 

BG\GA\AB = B'G\C Ä\ÄB\ 
resn 

wenn l^' l^ 1% die Längen der Seiten des zweiten Dreieckes 
sind. 
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Die Coordinaten des Sohwerpunotes S der drei Linien 
AB, BC, CA werden: 

^ = ü ' 

^ _ h' 'ni + h' 'n2 + h' 'na ^ 
* u 

wo £i 'yii, £2 >l2) $8 "yja die Coordinaten der Eckpuncte des Drei- 
eckes Ä B* O sind und TJ der Umfang dieses Dreieckes ist. 
Diese "Werthe von Stj stellen aber die Coordinaten dar des 
Mittelpunctes des dem Dreieck Ä B' G einbeschriebenen Kreises. 

Der Schwerpimct dreier ein Dreieck bildenden geraden 
Linien von gleicher Belastung ist der Mittelpunct des 
Kreises, welcher dem durch die Mitten der Seiten des ge- 
gebenen Dreieckes als Eckpuncte bestimmten Dreieckes 
einbeschrieben ist. 

Schwerpunct eines Kreisbogens: Der Kreisbogen, 
dessen Schwerpunct zu finden ist, soll zu einem Kreise mit dem 
Radius r gehören, der betreffende Centriwinkel sei a. 

Der Schwerpunct wird jedenfalls auf dem den Kreisbogen 
halbirenden Durchmesser sich befinden. Derselbe sei zur x-Axe, 
der Mittelpunct des Kreises zum Nullpunct eines rechtwinke- 
ligen Coordinatensystemes gemacht, so dass die Coordinaten 
eines Punctes des Kreisbogens werden: 

a; = rcos9, 

«/ = r sin y ; 

Femer ist das Bogenelement : 

und die Bogenlänge: ^ 

Für den Abstand £ des auf der a;-Axe gelegenen Sohwer- 
punotes vom Mittelpuncte des Kreises ergibt sich: 



Xxdl r^ j coQ(p df 



L ar 

und daraus bei AusftÜirung der Integration: 
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und speciell fllr a = n : 
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€- 


2rfliTi 


OL 

2 


a 




€- 


2r 





Schwerpunct des Bogens einer Schraubenlinie. Die 
Axe der Scliraubenlinie sei zur jSf-Axe eines Coordinatensyste- 
mes gemaclit, so dass die Gleichungen der Schraubenlinie bei 
entsprechender Wahl des Nullpunctes die Form erhalten: 

rc = r cos <p , 
t/ = rsin(p, 

Das Bogenelement wird: 

und die Bogenlänge: . 

wenn a der Centriwinkel ist, welcher zu dem Kreisbogen vom 
Radius r gehört, der sich durch Projection des Bogens der 
Schraubenlinie auf die Ebene z = ergibt. 

Die Coordinatenebene j/ = sei so gewählt, dass sie diesen 
Kreisbogen von dem Centriwinkel a halbirt. Dann entsprechen 
den Endpuncten des Bogens der Schraubenlinie die Parameter- 

werthe 9 = — — und y = -|- 9 > und es wird: 

4 - 

/xdl r I cos cpdcp . « 

J _ a 2 r sin TT 

j ^ ^ g ^ i , 

i a a 

a 



/ 2/di r I B'mfd^ 

^=— i- = ä =^' 

1 zdl a j <pdf 
C = — .- = — ^5 = 0. 
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Bei der speciellen Wahl des Goordinaten^ystemes ist die 
.ry- Ebene gleich weit von den beiden Endpuncten desBogens 
der Schraubenlinie entfernt. Durch die Gleichungen: 

2r sin^ 

4 = -, 

OL 

71 = 

sind die Coordinaten des Schwerpunctes desjenigen Kreisbogens 
dargestellt, welcher sich durch Projection des Bogens der 
Schraubenlinie auf die Ebene z=0 ergibt. Es folgt somit: 

Der Schwerpunet des Bogens einer Schraubenlinie fällt 
in den Schwerpunet desjenigen Kreisbogens hinein, welcher 
sich durch Projection des Bogens der Schraubenlinie auf 
die zur Aze der Schraubenlinie senkrechte und von den 
Endpuncten gleich weit entfernte Ebene ergibt. 

« 

§ 21. 
Schwerpnnctsbestifflmungen von gleichmässig belasteten Flächenstttcken. 

Es soUen folgende beiden Sätze vorangeschickt werden, 
welche sich in vielen Fällen bei der Schwerpunctsbestimmung 
von ebenen gleichmässig belasteten Flächenstücken mit Vor- 
theil verwenden lassen. 

Jede Symmetrielinie eines ebenen Flftchenstückes ist 
eine Schwerlinie. 

Bei affinen Flächenstflcken sind die Schwerpuncte affine 
Puncto. 

Die Richtigkeit des ersten Satzes folgt daraus, dass für 
jede Symmetrielinie die Massenvertheilung eine symmetrische ist. 
Es ist hierbei gleichgUtig, ob die Symmetrie eine orthogonale 
oder eine schiefe ist. 

Der zweite Satz lässt sich in folgender Art beweisen: 
Die Affinitätsaxe sei zur x-Axe eines rechtwinkeligen 
Coordinatensystemes gemacht; die Affinitätsstrahlen sollen mit 
der rr-Axe einen Winkel ä einschliessen. Die Coordinaten x y und 
X y von zwei entsprechenden Puncten A und Ä können dann 
geschrieben werden: 
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x = b -{-rcoed, x' = b -{' arGosa, 
j/ = r8ma; y' = arsina, 

woraus folgt: 

x' = x-\-{a—l) cotg a . 2/ , 'v^. _... 

\ fr 

oder, wenn ^^5'^\ 

(a — 1) cotg a = |JL \ 

gesetzt wird, ,.^, Ä_^_ 

x' = x + \iy, 

y' = ay. Fig. 50» 

Als Flächenelement df soll ein kleines Parallelogramm 
eingeführt werden, welches von zwei unendlich nahen AJB&ni- 
tätsstrahlen und zwei unendlich nahen zur rr-Axe parallelen 
Geraden begrenzt ist. Das entsprechende Flächenelement df 
wird ebenfalls die G-estalt eines Parallelogrammes besitzen, von 
den nämlichen beiden Affinitätsstrahlen, sowie auch von zwei 
zur a;-Axe parallelen Geraden begrenzt sein. Die Grundlinien 
dieser beiden Parallelogramme sind die nämlichen, die Höhen 
verhalten sich wie 1 : a, es wird daher sein: 

df^adf. 

Durch Integration ergibt sich hieraus, dass einem Flächen- 
stücke von der Grösse F ein solches von der Grösse: 

entspricht. 

Die Coordinaten des Schwerpunctes des Flächenstückes F 

diejenigen des Flächenstückes F: 

somit bei Einsetziing der Werthe von x'fy'jdf,^: 
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i' = 



TJ = 



F 
Jaydf 



F 
Hieraus ergeben sich die Formeln: 

womit ausgedrückt ist, dass die beiden Schwerpuncte entspre- 
chende Puncte der affinen Flächenstücke F und F sind, was 
zu beweisen war. 

Schwerpunct eines Dreieckes: Die drei Verbindungs- 
linien der Eckpuncte mit den Mitten der gegenüberliegenden 
Seiten sind Symmetrielinien. Der Schwerpunct eines Dreieckes 
ist somit der Schnittpunct der Verbindungslinien der Eck- 
puncte mit den Mitten der gegenüberliegenden Seiten. Ist 
h die Höhe des Dreieckes, so liegt der Schwerpunct in der 

Entfernung ^ von der Grundlinie; seine Coordinaten werden: 

o 



5= 3 



^8 



' 3 ' 

-wo rCj ^1, x^ 2/2? ^8 Vb ^^® Coordinaten der Eckpuncte sind. 

Schwerpunct eines Parallelogrammes. Infolge der 
Symmetrieverhältnisse beim Parallelogramm befindet sich der 
Schwerpunct im Schnittpunct der Diagona]en. 

Schwerpunct eines Polygones. Der Schwerpunct eines 
Polygones wird berechnet durch Zerlegung desselben in Drei- 
ecke resp. Vierecke. Sind £i r]i Ci die Coordinaten derselben, f\ 
die Flächeninhalte, so ist der Schwerpunct des Polygones: 

Aufgabe: Es ist der Schwerpunct des beistehen- 
den Trapezes zu bestimmen. 
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Durch die 
beiden Perpen- 
dikel GC und 
DD' kann das 
Trapez in die 
beiden Dreiecke 
ACa midi BDD' 
sowie dasSecht- 
eck CD CD' 
zerlegt werden. 
Die Strecken 






Axi 




Fig. 5L 



A C, C D', D' B seien mit o^jb^a^ und die Höhe des Trapezes 
mit h bezeichnet. Die Schwerpuncte S^ und S^ und die In- 
halte der Dreiecke sind: 



^1 = 3^, 



^2 = Ol + ö + 3 «2 > 
1, 

■^2 = 3*; 






der Schwerpunct S^ und der Inhalt des Viereckes ist: 



^8 = 01+2^) 
^8 = 2 '^^ 



fs = bh, 



and somit ist der Schwerptmct des Trapezes: 

3 «1*+ («i + ö + 3 «a) 2* + (o, + 2 ^) * 



€ = Ä 



(2 «1 + 2 «2 + ^)'* 



, 



ri = h 



oder: 



$ = 



g (Ol + a,) + 2 ft 
(2Ö4 + 2«2 + 6)a 
3 a/ + «2 joi + 6 + g «2 1 + 2 (tti + 2 6 j 6 



»1 + «2 + 2 & 



fl = h 



j (04 + «2) + fr 
«1 + «2 + 2& 
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Schwerpunct des Kreisausschnittes. Der Radius des 
Kreises sei r und a der Centriwinkel. Der Schwerpunct wird 
auf dem den Winkel a halbirenden Durchmesser liegen. Dieser 
Durchmesser sei zur rr-Axe und der Mittelpunct zum NuUpunct 
eines rechtwinkligen • Coor- 
dinatensystemes gemacht. 

Bei Einführung von Po- 
larcoordinaten : 

a; = p cos 9 , 

2/ = P sin 9 ^.Axe 

ergibt sich für das Flächen- 
element: 



Der Abstand des Schwer- 
ponctes vom NuUpunct ist: 




Fig. 52. 



f — 
jxdf j d(p I p^ cos 9 dp 



wo F die Grösse des Flächeninhaltes des Kreisausschnittes be- 
deutet. Bei Ausführung der Integration und Einsetzung des 
Werthes von F: i 



F == - r^ OL 
2 



^rd: 



4 = 



. a 
4 *''™2 



a 



und speciell für a = tt : 4 r 

Schwerpunct des Kreisabschnittes. Es sei wieder r 
der Radius des Kreises und a der zum Kreisabschnitte A C B 
gehörende Centriwinkel. 

Der Schwerpunct >S des Kreisabschnittes liegt auf dem 
den Winkel a halbirenden Durchmesser. Die Schwerpuncte des 
Kreisausschnittes AO B C und des Dreieckes AO B sind be- 
kannt (beide befinden sich ebenfalls auf dem Durchmesser Cj: 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 9 
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mit Hülfe derselben lässt sich der Schwerpunct des Kreis- 
absclmittes angeben. 

Es sei I, der Abstand des 
Scbwerpunctes des Ej:eis- 
ausscHnittes vom Mittel- 
puncte, f^ der Flächeninhalt 
desselben, i^ der Abstand 
des Schwerpunctes des Drei- 
eckes^ O^vomMittelpuncte 
des Elreises, f^ der Inhalt 
des Dreieckes. Dann folgt 
für den Abstand i des Schwer- 
punctes des Kreisabschnittes 
vom Mittelpuncte : 



X 'Axe - p 




Nun ist 



also: 



Fig. 53» 



t __ *i./i ^tx 

~h -U 



S.= 



. a 
^rsmg 

3 a 



t 2 a 

$2 = 2 rcosg» 



/i = 2^'«; 



a 



/g = r*sm„co8^, 



Si /i — €« /i = ^ »•' sin* ^ ' 



2 
3 



a 
2 



Es wird daher: 



und für a = ir : 



^— ^8 = 2»-*(a — sina). 



8 



a 



£ = 



4 ^°^ 2 
3 a — sin a 



s=; 



4r 
3^ 



Schwerpunct des Ellipsenausschnittes und des 
Ellipsenabschnittes. Der Schwerpunct des Ellipsenaus* 
Schnittes wie des Ellipseuabschnittes lässt sich aus den affinen 
Beziehungen, die zwischen Ellipse und Kreis bestehen, her- 
leiten. 
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•Fig. 54. 



Der Schwerpunct 
des Ellipsenausschnit- 
tes CA G^ und eben- 
Ms der des Ellipsen- 
abschnittes CÄG^ wer- 
den auf dem Durch- 
messer A der Ellipse 
liegen, welcher con- 
jugirfc ist zu dem zur 
Sehne GG^ paraUelen 
Durchmesser B B^ . Die 
Ellipse mit den con- 
jugirten Durchmessern 
0^ und 05 läfistsich 
zu dem um mit dem 
Badius OA geschlage- 
nen Kreis in aflBne Be- 
ziehung bringen und zwar für den Durchmesser A Ä^ als Affi- 
nitätsaxe. Die Affinität ist dadurch bestimmt, dass dem Punct.e 
B der EUipse der Endpunct J5' des zu -4 senkrechten Kreis- 
durchmessers entsprechen muss. Den Puncten C, G^ der Ellipse 
entsprechen die Puncte C, C, ' des Kreises, welche dadurch bestimmt 
sind, dass C(r || C, C/ || BB\ DemEUipsenausschnitt OGAG^ ent- 
spricht der Kreisausschnitt C AG^ und dem Ellipsenabschnitt 
C A (7i der Ejreisabschnitt G' A G^ '. Da nun (7 C, ' _L -4, so wird 
der Schwerpunct dieses Kreisausschnittes wie des Kreisabschnittes 
auf der Affinitätsaxe A A^ liegen. Die Puncte der Affinitäts- 
axe entsprechen sich selbst. FolgHoh fällt der Schwerpunct 
des Ellipsenausschnittes G AG^ zusammen mit dem des Kreis- 
ausschnittes OC AGi' und der Schwerpunct des Ellipsenab- 
schnittes G AG^ zusanamen mit dem des Kreisabschnittes C AG^\ 

Schwerpunct des Parabelabschnittes. Die Gleichung 
der Parabel möge sein: 

so dass die Axe der Parabel zur .r-Axe des Coordinatensystemes 
und der Scheitel zum NuUpunct gemacht ist. Der Parabel- 
abschnitt sei von der Sehne A A^^ begrenzt, welche senkrecht 
zur a>Axe ist und vom Scheitel die Entfernung x = a besitzt. 
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-Axe 




Fig. 55. 



Der Schwerpunct liegt 
auf der x-Axe. 

Bei der Berechnung der 
Integrale: 

Jxdf und F = Jdf 

kann als Flächenelement df 
ein Streifen angenommen 
werden, der von zwei zur 
y-Axe parallelen und un- 
endlich nahen Geraden aus 
der Fläche des Parabelab- 
schnittes geschnitten wird. 
Dann ist: 



und somit: 



df= 2ydx = 2j)^xdx 
X df= 2p j X \x dx== ^ p r/^, 







/^ /— 4 Ä 

yxdx^^ pci^ \ 



es folgt: 







fxdf 3 
F 5 



Der Schwerpunct ist unabhängig vom Parameter der 
ParabeL 

Steht die Sehne AÄ-^^ welche den Parabelabschnitt be- 
grenzt schief zur Axe der Parabel, so befindet sich der Schwer- 
punct infolge der Symmetrieverhältnisse auf dem diese Sehne 
halbirenden Durchmesser. Dieser Mittelpunct der Sehne sei 
M und G der Schnittpunct des durch Jlf gehenden Durchmessers 
mit der Parabel. Dann kann die gegebene Parabel in affine 
Beziehung gebracht werden zu einer anderen Parabel, deren 
Scheitel der Punct C und deren Axe die Linie GM ist, und 
zwar für diese Linie GM als Affinitätsaxe. Die in M ».ut CM 
errichtete Senkrechte möge aus der zweiten Parabel die Punct.e 
A\Äi schneiden. Dann ist der Parabelabschnitt J.' (7 -4i' zum 
Parabelabschnitt ^ C^i affin. Die Schwerpuncte dieser beiden 
Parabelabschnitte werden entsprechende Puncto sein. Daraus 
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folgt, dass der Schwerpunct 
des gegebenen Parabelabschnittes 
Ä CA^ auf dem Durchmesser CM 
in der Entfernung: 

wo a= CMj vom Puncte C liegt. 

Schwerpunct der Kugel- 
zone: Die Kugelzone entsteht 
durch Rotation eines Kreisbogens 
um einen Durchmesser. Die 
Gleichungen des betreffenden 
Kreises seien: 

x = r cos<p, 
«/ = r sin y , 

und zwar sei die x-Axe die Rotationsaxe. Die Endpuncte des 
Kreisbogens mögen den Parameterwerthen ^^ und y^ ent- 
sprechen. 

Der Schwerpunct wird auf der Rotationsaxe liegen. Als 

Flächenelement elf kann die Oberfläche des bei Rotation aus 

einem Länffenelement: 

® as = r d 9 

entstehenden Körpers angesehen werden. Dann ist: 

df= 




und 



F = 



Es wird : 



woraus folgt: 



2y%ds 

2r^7csin<p d'f 

2r^n (cos f^ — cos <pj ) . 

fxdf 2r^ni * sin <p cos (p (i 'f 
F 2r^% (cos 9o — cos 'f i ) 
r (cos^ 9o — c^s^ ?i) 

2(008^0 — COS'fi) 

1 

4 = 2 r(cos9o + cos<pi). 



i 
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Nun sind , , , 

Äq = r cos <po und /^ = r cos y^ 

die Entfernungen der Ebenen der beiden die Kugelzone be- 
grenzenden Kreise vom Mittelpuncte der Kugel. Es folgt somit: 

^ = 2(^0 + ^1), 

d. h. der Schwerpunct liegt auf der Axe in gleicher Entfernung 
von diesen beiden Ebenen. 

§ 22. 
Schwerpunctsbestimmungen von homogenen Körpern. 

Die beiden für ebene Fläohenstücke hergeleiteten und zu 
Schwerpunctsbestimmungen derselben verwandten Sätze können 
ohne Weiteres auf Körper übertragen werden. 

Jede Symmetrieebene eines Körpers ist eine Schwer- 
ebene. 

Bei affinen Körpern sind die Schwerpuncte entspre- 
chende Puncte. 

Schwerpunct des Parallelepipedes. Infolge der Sym- 
metrieverhältnisse beim Parallelepiped ist der Schwerpunct der 
Schnittpunct der Diagonalen. 

Schwerpunct des Tetraeders. Jede Ebene, welche 
durch eine Kante des Tetraeders und die Mitte der gegenüber- 
liegenden Kante bestimmt i^t, ist eine Symmetrieebene und 
folglich auch eine Schwerebene des Tetraeders. Die drei durch 
die in einem Eckpuncte A zusammenstossenden Kanten und 
die Mitten der gegenüberliegenden Kanten gelegten Ebenen 
schneiden sich in der VerbindungsUnie des Eckpunctes A mit 
dem Schwerpuncte A^ der gegenüberliegenden Seite. Die 
Verbindungslinien der Eckptincte mit den Schwerpuncten 
der gegenüberliegenden Seiten dnd folglich Schwerlinien 
und werden sich in einem Puncte, dem Schwerpuncte <S 
des Tetraeders, schneiden. 

Ist h die Höhe des Tetraeders, so ist der Schwerpunct in 
der Entfernung - von der Grundfläche, Sind x^^y^ z^^ ^2 Vi ^21 
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Fig. 57* 

^3 Vb ^3» ^4 2/4 ^4 ^^ Coordinaten der Eckpuncte, so ergeben sicli 
ftir die Coordinaten S t] des Schwerpunctes des Tetraeders die 

. ___ ^ 1 ~r ^ 2 "1 ^3 "1 * ^'4 

^ _ 2^L+J/2 +2/3+2/4 



C 



^ ^1 + ^ 2 + ^8 + ^4 

4 



Sghwerpunct des Prismas. Der Schwerpunct liegt in 
der Axe des Prismas (Verbindungslinie der Schwerpuncte der 
beiden Grundflächen) in halber Höhe. 

Schwerpunct der Pyramide. Wird die Pyramide durch 
eine Schaar von Ebenen, die parallel zur Grundfläche sind, in 
eine Anzahl von unendlich dünnen Scheiben zerlegt, so ist der 
Schwerpunct einer jeden solchen Scheibe in der Verbindungs- 
linie der Spitze mit der Schwerpunct S^ der Grundfläche. 
Somit liegt auch der Schwerpunct der Pyramide in dieser Ver- 
bindungslinie OS^ . Andererseits werde die Grundfläche in lauter 
Dreiecke und demgemäss die Pyramide in eine Beihe von Tetrae- 
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dern zerlegt, welche diese Dreiecke zu Grundflächen und die 
Spitze der Pyramide zur Spitze haben. Die Schwerpuncte 
der einzelnen Tetraeder, in welche die Pyramide getheilt ist, 
liegen alle in einer zur Grundfläche parallelen Ebene, die von 

derselben die Entfernung besitzt, wenn h die Höhe der Py- 

ramide ist. In dieser Ebene wird auch der Schwerpunct der 
Pyramide sich befinden: er ist also derjenige Punct der Ver- 
bindungslinie der Spitze mit dem Schwerpuncte der Grund- 
fläche, welcher von letzter die Entfernung j besitzt. 

Schwerpunct des Polyeders. Bei der Schwerpuncts- 
bestimmung eines beliebigen Polyeders ist dasselbe in lauter 
Tetraeder zu zerlegen. Sind dann ii Tji Ci die Coordinaten der 
Schwerpuncte dieser Tetraeder und ih die Volumina derselben, 
so sind die Coordinaten des Schwerpunctes des Polyeders: 

wenn F = 5^ ^•i der Inhalt des Polyeders ist. 

Schwerpunct des Kugelausschnittes. Dreht sich ein 
Kreisausschnitt ÄCD um den Halbmesser CD^ so entsteht ein 
Kugelausschnitt. Infolge der Symmetrieverhältnisse wird der 
Schwerpunct in der Rotationsaxe CD sich befinden, und es ist 
somit nur seine Entfernung 4 vom Mittelpuncte G der Kugel zu 
bestimmen. Der Kugelausschnitt werde nun in lauter Pyra- 
miden mit der Spitze C zerlegt, deren Grundflächen unendlich 
klein sind und in der Kugelfläche mit dem ßadius r ^= G D 
sich befinden, welche den Kugelausschnitt begrenzt. 

Die Schwerpuncte aller dieser Pyramiden ergeben sich in 

3 

der Kugelfläche mit dem Kadius -r r. Werden die Gewichte 

dieser Pyramiden in den auf dieser Kugelfläche liegenden 
Schwerpuncten angenommen, so ist dieselbe vollkommen gleich- 
massig belastet. 

Der Schwerpunct des Kugelausschnittes ist identisch mit 
dem der hergeleiteten Kugelkappe. Daraus folgt für i der 
Werth: 
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3 

£ = r (1 + COS a) . 

Der Schwerpunct des Kugelabschnittes lässt sich leicht 
ftus dem des Kugelausschnittes bestimmen. 

Die Schwerpuncte des Ellipsoidenausschnittes und des El- 
Upsoidenabschnittes ergeben sich mit Hülfe der affinen Be- 
ziehungen zwischen Kugel und Ellipsoid. 

§ 23. 
Graphische Bestimmung des Schwerpunctes. 

Sind nur eine Anzahl von schweren Puncten gegeben 

^11 --^g An, deren Schwerpunct zu finden ist, so läuft die 

CoDstruction auf eine zweimalige Construction der Resultante 

^'on parallelen Kräften heraus. Die Gewichte 0^, G^, . . > Gn der 

^assenpuncte sind in derselben aber sonst beliebigen Richtung 

*^ parallele Kräfte an den Puncten Ä^, A^j-. - Aa als Angriffs- 

POiicte anzubringen. Die Resultante des so erhaltenen Kräfte- 

systera^g liefert eine Schwerlinie. Werden dann die Gewichte 

^1} ^'^a , . . . Gn als Kräfte abermals an den Puncten A^, A^j .. .An 

als Ä^ngrigspuncte angebracht, alle in derselben aber in einer 

anderen Richtung als das erste Mal, so liefert die Resultante 

derselben eine zweite Schwerlinie. Der Schnittpunct der bei- 

^®ß So gefundenen Schwerlinien ist der Schwerpunct. 

Sind dagegen unendlich viele Massenpuncte gegeben, resp. 

^^ d^r* Schwerpunct eines Liniensystemes einer Fläche oder 

6^&s IKörpers zu construiren, so ist dieses streng nur möglich 

^ine vollkommen gleichmässige Belastung und unter der 

weitox-^n Voraussetzung, dass das Liniensystem aus einer Reihe 

^^ Seraden Linien besteht, die Fläche zusammengesetzt ist 

^iiier Reihe ebener Polygone und der Körper von lauter 

^•^^^n begrenzt ist. Für diese Fälle soll die Construction 

durolig^führt werden. 

Schwerpunct eines Systemes von geraden Linien. 

^^ eine Reihe von geraden Linien gegeben, welche gleich- 

^assäig belastet sind, so werden die Gewichte derselben den 

TT it. ' 

^S^n /j, ?2» • • • <iieser Linien proportional sein, und die Schwer- 
P^^^ote werden in den Mittelpuncten liegen. Die Schwerpuncts- 
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bestimmung läuft darauf heraus den Schwerpunct dieser Mittel- 
puncte zu finden, wenn dieselben durch Gewichte von den 
Grössen l^, I21'" belastet sind. 

Soll der Schwerpunct einer Curve graphisch geAinden wer- 
den, so ist es nur möglich näherungsweise zu verfahren, resp. 
es muss die Curve durch ein Polygon, welches sich ihr mög- 
lichst anschmiegt, ersetzt werden. 

Schwerpunct der Fläche eines ebenen Polygones. 
Das Polygon werde in lauter Dreiecke zerlegt und zwar am 
vortheilhaftesten in solche mit derselben Spitze 0. Diese Drei- 
ecke sind auf dieselbe Höhe h zu bringen, so dass ihre Ge- 
wichte den sich ergebenden Grundlinien m^ mg, , . . proportional 
werden. Sind die Schwerpuncte S^jS^j... der einzelnen Drei- 
ecke als Schnittpuncte der Verbindungslinien der Ecken mit 
den Mitten der gegenüberliegenden Seiten bestimmt, so ist die 
Bestimmung des Schwerpunctes des Polygones auf die schon 
gelöste Aufgabe zurückgeführt den Schwerpunct der Puncte 
SijSgj--- ^^ finden, wenn an denselben die Schwerkräfte m^, 
^2, . . . angreifen. 

In Tafel VII ist die Construction fär das Sechseck 123456 
durchgeführt. Dasselbe ist in die sechs Dreiecke 012, 2 3, 
034, 045, 05 6, 061 zerlegt. Die Schwerpuncte dieser Drei- 
ecke sind Sij S2J Sq, S^j S^j Sq. Dann sind alle Dreiecke auf 
dieselbe Höhe h gebracht, die sich ergebenden Grundlinien sind 
nii^m^jm^jm^^m^ym^. Diese Grundlinien sind als Kräfte in 
Ä| , . . . Sß angebracht und zwar zuerst horizontal, dann alle ver- 
tical. Die Construction der Resultante ist in beiden Fällen 
vermittelst Kräfte- und Seilpolygon durchgeführt. Der Schnitt- 
punct der beiden Resultanten ist der Schwerpunct. 

Es kann übrigens die Bestimmung des Schwerpunctes eines 
Polygones auch direct geschehen, ohne dass es erst noth wendig 
ist, die Bestimmung des Schwerpunctes auf eine zweimalige 
Bestimmung der Resultante von parallelen Kräften zurückzu- 
führen. 

Jede Diagonale eines w-Eckes zerlegt dasselbe in ein m- 
und ein (m — m-\-2yEck, wo jedenfalls m<in und 7i — m'\-2<in. 
Die Verbindungslinie der beiden Schwerpuncte des m - und 
des (w — m-\- 2) -Eckes wird eine Schwerlinie des gegebeneu 



Ta£ VH. 





6 



Wir^x. . iJoT-'nsUidt 



f^gfMtvdferg, 
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w-Eckes sein. Die Bestimmung des Sohwerpunctes eines Poly- 
gones ist auf die von Polygonen mit weniger Seiten, also in 
letzter Instanz auf die Schwerpunctsbestimmung eines Dreieckes 
zurückgeführt. 

InTaf. Vill ist dieser Gedanke zur Bestimmung desSchwer- 
punctes eines Viereckes 123 4 und eines Fünfeckes 12 34 5 
verwandt. 

Die Diagonale 1 3 des Viereckes 1234 theilt dasselbe in* 
die beiden Dreiecke 12 3 und 14 3. Die Verbindungslinie der 
Schwerpuncte S^ und S^ liefert eine Schwerlinie des Viereckes. 
Die Diagonale 2 4 zerlegt das Viereck in die Dreiecke 2 14 
und 2 3 4; die Verbindungslinie der Schwerpuncte Sg und Si 
derselben liefert eine zweite Schwerlinie. Der Schnittpunct der 
Linie S^ S^ und S^ S^ wird somit der Schwerpunct des Vier- 
eckes 12 3 4 sein. 

Jede Diagonale des Fünfeckes 12 3 4 5 zerlegt dasselbe in 
ein Dreieck und ein Viereck, so z. B. die Diagonale 1 3 das 
Fünfeck in das Dreieck 12 3 und das Viereck 13 4 5. Die 
Verbindungslinie des Sohwerpunctes Sg ^^^ Dreieckes mit dem 
Schwerpuncte S^ des Viereckes liefert eine Schwerlinie des 
Fünfeckes. Wird durch eine andere Diagonale z. B. 14 das 
Fünfeck in das Dreieck 15 4, dessen Schwerpunct S^ ist, und 
in das Viereck 12 3 4 mit dem Schwerpuncte S^' zerlegt, so 
ergibt sich eine zweite Schwerlinie S^ S^', Bei dem Fünfecke 
lassen sich so fünf Schwerlinien angeben. Da durch zwei der- 
selben schon der Schwerpunct bestimmt ist, so resultiren Con- 
trolen für die Zeichnung. 

Ist das Flächenstück, dessen Schwerpunct zu bestimmen 
ist, durch Curven begrenzt, so muss die Begrenzungscurve durch 
ein Polygon näherungsweise ersetzt werden. 

Ist eine krumme Oberfläche gegeben, so ist es nothwendig 
dieselbe durch die Oberfläche eines Polyeders zu ersetzen. Durch 
die Schwerpuncte und Inhalte der einzelnen Seiten des Poly- 
eder3 ist der Schwerpunct derselben gegeben. 

Schwerpunct eines vonEbenen begrenzten Körpers. 
Bei der Bestimmung des Schwerpunctes eines von Ebenen be- 
grenzten Körpers, eines Polyeders, können die beiden Methoden 
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verwandt werden, welche zur Schwerpunctsbestimmung eines 
Polygones benutzt sind. 

Nach der ersten Methode ist das Polyeder in lauter Tetraeder 
zu zerlegen und jedes derselben auf eine gegebene Basisfläche zu 
bringen, so dass die sich ergebenden Höhen den Gewichten 
proportional sind. Sind ausserdem die Schwerpuncte der Te- 
traeder gefunden, so ist die Aufgabe darauf zurückgeführt, den 
Schwerpunct einer Reihe von schweren Puncten zu bestimmen. 

Nach der zweiten Methode ist das Polyeder in zwei Poly- 
eder zu zerlegen; die Verbindungslinie der Schwerpuncte der- 
selben liefert dann eine Schwerlinie. Die Bestimmung des 
Schwerpunctes eines Polyeders ist hiermit auf die eines Poly- 
eders von weniger Ecken, in letzter Instanz auf die eines Te- 
traeders reducirt. 

Bei der Schwerpunctsbestimmung eines von krummen Ober- 
flächen begrenzten Körpers bleibt nichts anderes übrig als den- 
selben durch ein Polyeder zu ersetzen, dessen Oberfläche sich 
der Oberfläche des Körpers möglichst anschmiegt. 

§ 24. 
Anwendung. Guldin'sche Regel. 

Zum Schlüsse dieses Oapitels soll noch eine hübsche An- 
wendung der Schwerpunctssätze auf die Bestimmung der Ober- 
fläche und des Inhaltes eines Rotationskörpers gegeben werden. 

Es sei in der Ebene ^ = eine Curve gegeben: 

/•(.c,?/) = 0. 

Die Entfernung des Schwerpunctes derselben von der 

?/-Axe ist dann: r i , 

^ / X d l 

^ = ■--£-' 

WO das Integral ^/'^ (ZZ über die ganze Curve auszudehnen ist, 
und wo L die Cm'venlänge bedeutet. 

Ferner hat der Schwerpunct der von der Curve begrenzten 
Fläche von der y-Axe die Entfernung: 

fxclf 
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wo das Integral J xdf über das von der Ourve begrenzte 
Flächenstück auszudehnen ist, und wo F die Grösse dieser 
Fläche bezeichnet. 

Wird nun die Ourve um die y-Axe gedreht und zwar um 
einen Winkel 'f , so beschreibt die Curve eine Rotationsfläche 
resp. ein Stück derselben, das von zwei den Winkel 9 mit ein- 
ander bildenden Meridianebenen begrenzt ist, die von der Curve 
eingeschlossene Fläche das von der Rotationsfläche begrenzte 
Stück eines Rotationskörpers. 

Das Längenelement cl l der Curve wird bei einer solchen 
Rotation eine Oberfläche beschreiben von der Grösse: 

Die bei Rotation der Curve um einen Winkel tp sich er- 
gebende Oberfläche hat daher die Grösse: 

= ^JxdL ^ 

Nun ist aber: ^ 

Jx dl==iL, 

daraus folgt: 

= rpU, 

Da f i die Länge des Bogens ist, welchen 
der Schwerpunct der Curve bei der Rota- 
tion beschreibt, so ergibt sich der Satz: ^ 

Durch Rotation einer ebenen Curve 
tun eine in der Ebene derselben lie- 
gende Axe entsteht eine Fläche^ deren 
Orösse gleich ist dem Producte aus 
der Länge der Curve und dem Wege, 
welchen der Schwerpunct der Curve 
bei der Rotation zurücklegt. 

Speciell ergibt sich bei vollständiger 
[Rotation, also für (p = 2 tt: 

= 27r4i. 




Fig. 58, 



Andererseits beschreibt das Flächenelement rf/'ein Vohimen- 
element des betreffenden Körpers von der Grösse: 

d V-=^fxdf. 
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Da nun aber 
ist, so folgt: 



Das Volumen des entstehenden Körpers ist daher: 

V=^Jxdf. 
Jxdf=k,F 

(p £i ist der Weg, welchen der Schwerpunct des Flächen- 
stückes F bei der !Eotation zurücklegt Hieraus folgt der Satz: 

Durch Botation eines ebenen Flächenstückes um eine 
in der Ebene desselben liegende Axe entsteht ein Körper, 
dessen Inhalt gleich dem Producte ist aus dem von dem 
Schwerpuncte des Flächenstückes bei der Rotation zurück- 
gelegten Wege und der Grösse des Flächenstückes: 

Speciell ergibt sich für eine vollständige Botation, also 

für 9 = 2«: v=2.i,F. 

Die beiden hergeleiteten Sätze können dazu verwandt wer- 
den die Oberfläche und das Volumen eines Rotationskörpers zu 
bestimmen. 

Aufgabe: Es ist der Mantel und der Inhalt eines 
geraden Kreiskegels zu finden. 

Der Mantel eines geraden Kreiskegels 
entsteht bei Rotation einer Geraden A B 
um eine durch A gehende Axe g. Es sei: 

8 = AB 

die Länge dieser Linie, also die Länge 
einer Mantellinie, r sei die Entfernung 
des Punctes B von der Eotationsaxe, somit 
der Radius des Grundkreises. Der Schwer- 
punct der Linie A B liegt in der Mitte 
derselben. Es ist daher zu setzen: 




Fig. 59, 
kegeis ergiebt sich: 



^ 2 



und L = 8, 
Für den Mantel des geraden Ejreis- 



= Tcrs. 
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Der Elreiskegel selbst entsteht durch Eotation des bei G 
rechtwinkligen Dreieckes ÄC B um die Axe Ä G. Die Höhe 
A C desselben sei A: h = AG 

Der Schwerpunct des Dreieckes AGB hat die Entfernung 
^ r von der Eotationsaxe. Es ist. 



S,=3r 



und somit: 



und F= ^rh 







Fig. 60. 



Aufgabe: Es ist die Oberfläche und der Inhalt 
eines Körpers zu finden, welcher 
bei Rotation einer Ellipse um 
eine in der Ebene derselben lie- 
gende Axe entsteht. 

Die Halbaxen der Ellipse seien a 
tind &, die Entfernung des Mittelpunctes 
von der Botationsaxe sei r. Die Schwer- 
ptmcte der Ellipse wie der von der 
Ellipse eingeschlossenen Fläche fallen 
in den Mittelpunct. Es ist daher: 

Ferner ist: 

er 

F= ab%. 

= 2riri 

V=2abrT:\ 

X>ie Oberfläche und das Volumen des Körpers hängen nur 
jj) von öf, b und r, sie sind unabhängig von der Neigung der 
wen der Ellipse gegen die Eotationsaxe. 

Geht die Ellipse in einen Kreis von dem Radius R über, 

^^'^^- a = b = R, i = 2ü!ir, F=R^7: 

und somit: ^ . ^ « 

= 4Rrn^y 

F=2i2V7t2. 



und 



und 



Es wird: 
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6. Capitel. 

Gleichgewicht der Kräfte an einem nicht freien Körper. 
Princip der yirtnellen Verrückungen. 

§ 25. 
Begriff des nicht freien Körpers. Reactionskräfte. 

In der Mechanik werden frei bewegliche oder kurz freie 
Körper und nicht frei bewegliche oder kurz nicht freie 
Körper unterschieden. Unter einem freien Körper wird 
ein solcher verstanden, dessen Beweglichkeit keiner Bedingung 
unterworfen ist, der somit vollkommen frei und ohne irgend 
welche Verbindung mit anderen Körpern im Räume schwebt. 
Ein nicht freier Körper ist dagegen ein solcher, dessen Beweg- 
lichkeit durch irgend ein Hindemiss, einen Zwang, beschränkt 
ist, dessen Bewegung also nicht in jeder beliebigen Art mög- 
lich ist. 

In den früheren Cftpiteln ist die Zusammensetzung der 
Kräfte behandelt, die an ^inem starren Körper angreifen, und 
sind die Bedingungen aufgestellt, welche für den Fall des 
Gleichgewichtes derselben erfüllt sein müssen. Hierbei war 
vorausgesetzt, dass der Körper ein vollkommen freier Körper ist. 

Wirken auf einen starren Körper, der vollkommen frei ist, 
Kräfte, so müssen im Falle des Gleichgewichts derselben die 
Bedingungen erfüllt sein: 

X=SZi = 0, ?- : ^ 

r=sri = o, 

ilfy = 2 (Xi 2i — Zi Xi) = 0, 

ifz = 5:(rirci-Jfi2/i)=o, 

wenn X\^ y\y Zi die Coordinaten der Angriffspuncte und Xi, 11, Z\ 
die Componenten der wirkenden Kräfte bedeuten. 

' Ist dagegen der Körper nicht frei, so kann es sein, dass 
infolge des Zwanges, welchem der Körper unterworfen ist, ein 
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Theil der wirkenden Ejrftfte nidit zar Geltung gelangt, daas 
abo GlAiohgewidit v(N:h«iidflii ist, trotzdem die «ngefilhrten 
sechs Gleichungen nicht erftllt aind. In einem solchen Falle 
hwen sich stei« awei an zwei Pnncten oi y' z' und x' y" z" 
&Dgrei£Mide Erftfte X Y' Z' xmi X' T Z' finden, deren eine 
aach gleicdi NqB werden kann, fiElr welcheT 

Eri+r + r'=o, 
iZi + z* + r = o, 

^{Ziyi- Tizi) +Z'y'-T z+ry'-T' z'^O^, 
S {XiZi-ZiXi) + rz' - Z'x' + X z" - 2r x" =0, 
Z(JiXi-Xiy{)+Tx'-Xy'+T'x''-X''y''=0. 

Diese Ejräfte mltoen den wirkenden Kräften sngefilgt 
werden, wenn die Krflfte nach Aufhören des Zwanges, welchem 
der Körper unterworfen ist, im Gleichgewichte sich befinden 
sollen» Der hemnhende Zwang kann somit in den Beohnongen 
dmtsh diese beiden Srttfte, Beactioas^räfte, Ersetzung finden, 
also -nach Einfilhnmg deieelbea der Körper wie ein Vollkom- 
men freier Körper behandelt werden. 

Unter ümsiftnden ist es zweckmfissig mit mehr als zwei 
Beaotionsktäftsn zu operiren. Dieselben müssen natürlich sich 
zu den beiden Kräften T Y' Z' und X' Y" r vereinigen lassen. 

In dem vorliegenden . Capitel sii^d zunächst emige vor- 
zugsweise wichtige und einfabhe Fälle des nicht freien starren 
Körpers behandelt^ in welchen sich die Gleichgewichtsbedin- 
gungen ohne Schwierigkeiten angeben lassen. Später soll ein 
allgemein gütiges Prinoip angeführt und durch eine Beihe Von 
Beispielen erläutert werden, welches die Gleichgewichtsbedin- 
gungen liefert für ein beliebiges nicht freies Punctsjrferi^em. 

§26. 
Ruhen eines K6rpers auf einer festen ebenen Unterltge. 

Ein Körper K möge mit einer ebenen Fläche auf einer 
festen ebenen Unterlage ruhen. 

Es werden sich dann sämmtUclie Kräfte Pi, die auf den 
Körper wirken, zerleg lassen in Componenten Hi, welche 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 10 
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Fig. 61- 



parallel zur Unterlage sind, und in 
Componenten Vi, welche normal za 
derselben sind. 

Die Componenten Hi sind be- 
strebt eine Fortbewegung des Kör- 
pers parallel zur ünterk^ hervo]> 
zurofen. Für das Gleichgewicht ist 
jedenfaUs nothwendig, dass die Com- 
. ponenten Hi sich gegenseitig ver- 
nichten. 
Die Componenten Vi lassen sich zusammensetzen zu einer 
einzigen Elraft F, welche normal zur Unterlage ist. Soll die- 
selbe infolge der Ileaction der Unterlage* nicht zur Geltang 
gelangen, so muBS sie der Unterlage zngekehrt sein und die- 
selbe innerhalb der Fläche, auf welcher der Körper K ruht, 
also innerhalb der Fläche AB treffen. 

Hat der Körper K nur einen einzigen 
Punct Ä mit der Unterlage gemein, so muss 
die Kraft V durch den Punot Ä gehen. 

Hat der Körper feine Beihe von Pnncten 
Äj B^ C . . . mit der Unterlage gemein, so ist 
tOi das Gleichgewicht nothwendig, dass die zur 
Unterlage senkrechte und ihr zugekehrte Kraft 
F, auf welche sich die wirkenden Kräfte zurück- 
ftüiren lassen, zerlegt werden kann in ^ne 
Beihe von Kräften, die durch die Pnncte Äj 
B, C ... hindurchgehen, senkrecht *ZQr Unterlage 
und ihr zugekehrt sind. Speciell ist ftir drei Auflagerpnncte 
A,BjC erforderlich, dass die Kraft V durch das A ABC hin- 
durchgeht. 

Wirkt auf den Körper nur das Gewicht G des Körpers, 
so muss die Unterlage nothwendig senkrecht zu &, also hori- 
zontal sein und der Schwerpunct des Körpers muss vertical 
über der Fläche sich befinden, auf welcher der Körper mht. 

In Figur 1 wird z. B. Gleichgewicht herrschen, während 
in Figur 2 ein Umstürzen sich ergibt. 

In allen Fällen genügt die Annahme einer einzigen Be- 
actionskraft) welche sich gegen F vernichtet. 
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Fig. 63* 

Beispiel: Auf einer unter dem Winkel a gegen 
den Horizont geneigten Ebene befindet sich ein Kör- 
per von dem Gewichte G. Damit derselbe nicht her- 
unterrutscht, soll eine Kraft P angenommen werden, 
welche im Schwerpuncte S angreift und einen Winkel 
? mit der Ebene bildet. Es ist die Grösse dieser Kraft 
P zu bestimmen. 

■ 

Wird ein Coordinaten- 
Bystem zu Grunde gelegt, 
dessen NuUpunct im Schwer- 
puncte S des Körpers sich be- 
findet und bei dem die posi- 
tive Seite derrc-Axe senkrecht 
^^ Ebene steht, auf welcher 
^ör Körper ruht, und ihr zu- 
gerichtet ist, so müssen für 
^en Fall des Gleichgewichtes 
^'ö beiden Kräfte G und P 




Fig. 64^ 



®^® Hesultante liefern, welche in die positive Seite der x-Axe 
fällt. . ^ 

-Di© Kraft G führt bei Zerlegung in zwei in den Coordi- 
nateriaxen liegende Kräfte auf die Componenten: 

Xj = (? cos a , ^1 == — G sin a . 

üie Kraft P ergibt die beiden Componenten: 

Xg = — Psin ß , Y^ = Pcosß . 

10* 
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Für das Gleichgewicht müssen die Bedingungen erftült 

y; 4-^8 = 0. 

Aus der zweiten Bedingung folgt: 

P cos ß = ff sin a , 

also: . . 

^ ^ sin a 

P=G ^■ 

cosp 

Bei Einsetzung dieses Werthes von P in die erste Gleichung 

ergibt sich: . ^ ^-^ /^ 

^ cos a — sin a tg ß > . 

Da aber a im ersten Quadranten liegt, also cos a und sin a 
positiv sind, so kann die Ungleichung durch sin i dividirt 
werden. Hieraus folgt: 

cotg a — tg ß > , 

somit: \i. q 

cotg a > tg ß . 

Infolge dieser Ungleichung und der Bedingung 1\ -f" ^2 = 

liegt ß zwischen den Grenzen — -^ und ^ — a. 

Balken auf zwei Lagern: Sehr häufig kommt in der 
Technik der Fall vor, dass ein Balken, auf den nur in den 
Verticalen liegende Kräfte wirken, auf zwei Puncten (Lager- 
puncten) ruht, welche in derselben Horizontalen sich befinden. 
Sämmtliche Kräfte Pi, die auf den Balken wirken, können dann 
zu einer ßesultante P vereinigt werden. Der Einfluss der 
Lager kann Ersetzung finden durch zwei in den Lagerpuncten 
A und B angreifende verticale Kräfte R^^ und R^j welche durch 
die Bedingung bestimmt sind, dass sie der Blraft P das Gleich- 
gewicht halten müssen und welche die Lagerreactionen ge- 
nannt werden. Stellt sich heraus, dass eine Lagerreaction nach 
aufwärts gerichtet ist, so muss das betreffende Lager unterhalb 
des Balkens angebracht werden, ergibt sich dagegen, dass eine 
Lagerreaction nach abwärts gerichtet ist, so ist das betreffende 
Lager oberhalb des Balkens anzubringen, damit dasselbe einem 
nach aufwärts gerichteten Drucke zu widerstehen im Stande ist. 
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Beispiel: Auf einen Balken von der Länge l, der 
an den beiden Endpuncten^ und B gelagert ist, wirkt 
eine vertical nach abwärts gerichtete Kraft P, welche 
zwischen A und B ^ 



-</ 



P 



^ 
1 



liegt und von Ä 

die Entfernung a ^)^ 

besitzt. Es sind 

die Lagerreactio- j^ 

nen R^ und R^ zu Pig ^^ 

bestimmen. 

Die Kräfte P, R^, R^ sollen als positive eingeführt werden, 
wenn sie nach abwärts gerichtet sind, im anderen Falle als 
negative. 

Die Lagerreactionen werden am bequemsten mit Hülfe 
des Satzes vom statischen Momente der Kräfte gefunden, in- 
dem der Drehpunct einerseits nach Äj andererseits nach B ver- 
legt wird. Für den Drehpunct Ä verschwindet das Moment 
von i?i, das Moment von P erhält den Werth Pa und das 
von i?2 wird R^ l, somit ist : 

also: ,, 

R, = - ^^" 



Bei Verlegung des Drehpunctes nach B verschwindet da- 
gegen das Moment von R^. Der Satz vom statischen Momente 
der Kräfbe liefert eine lineare Gleichung zur Bestimmung von 

^1- RJ + P{l-a) = 0, 

aus der sich ereribt: ^^,, . 

^^ = " l ' 
Beide Lagerreactionen sind negativ, also nach aufwärts 
gerichtet, somit sind die Lager, wie dieses auch in der Zeich- 
nung angedeutet ist, unterhalb des Balkens anzubringen. 

Beispiel: Ein Balken von der Länge l ist an dem 
eipen Endpuncte A und an einem anderen Puncto B 
aufgelagert, welcher von A die Entfernung 1^ besitzt. 
Auf den zweiten Endpunct des Balkens wirkt eine nach 
abwärts gerichtete Kraft P und auf einen Punct C zwi- 
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^ 



- ^ 






Aß^ 



- y 



\ 



Fig. 66* 



sehen A und JB, wel- 
cher von A die Ent- 
fernung a besitzt, 
eine nach aufwärts 
gerichtete Kraft Q, 
Es sind die Lager- 
reactionen zu fin- 
den. 



Zur Bestimmung der Lagerreaction i?i werde der Dreh- 
punct in J5 angenommen. -Niach dem Satze vom statischen 
Momente der Kräfte muss dann die Summe der Momente 
für B als Drehpunct verschwinden, und es wird sich somit, da 
das Moment der Lagerreaction Bg verschwindet, eine in B^ 
lineare Gleichung zur Bestimmung von i?^ ergeben: 



aus welcher folgt: 



R,= 






also: 



Wird dagegen der Drehpunct in Ä angenommen, so folgt: 

Qn—Pl 



B,= 



h 



Ri ist potitiv, wie auch das Verhältniss von P zu Q ist, 
das Lager bei A muss daher jedenfalls oberhalb des Balkens 
sich beLden. 

iZg ist dagegen positiv, wenn P<C i ) i^ diesem Falle 
muss das Lager in B auch oberhalb des Balkens angebracht 
werden, und negativ, wenn P >— _— : im letzteren Falle ist R^ 

V 

nach aufwärts gerichtet, also das Lager im Puncte B unterhalb 
des Balkens anzubringen, wie dieses auch in der Zeichnung 
vorgesehen ist. 
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§ 27. 
Festhahen eines starren Körpers in einem Puncte. 

Ist ein Punct A eines staarren Körpers festgehalten, so dass 
der Körper nur noch Drehungen um A beschreiben kann, so 
wird jede durch A gehende Kraft keine "Wirkung hervorrufen, 
jede andere dagegen eine Drehung des Körpers um eine durch 
A gehende Axe. Im Falle des Qleichgewichtes müssen 
sich sämmtliche Kräfte, die auf den Körper wirken, 
zu einer durch A gehenden Kraft vereinigen lassen, es 
müssen somit die Momente der Kräfte für jede den 
Ptinct A enthaltende Axe verschwinden. Ist dieser Punct A 
25um NuUpunct eines Coordinatensystemes gemacht, so wird 
Gleichgewicht vorhanden sein, wenn die Summen der Momente 
der Kräfte für die drei Cocixlinatenaxen verschwinden, wenn 

i:(Xi^i-Zia;0 = O, 
i:(Fia;i-Xi«/i) = 0, 

wo JlI, l^i, Zi die Componenten der wirkenden Kräfte, ii'i, ?/i, z\ die 
Coordinaten der Angriffspuncte sind. Das Festhalten im Puncte 
A kann ersetzt werden durch eine einzige in A angreifende 
Kraft, deren Componenten sind: 

Xi= — SXi, ri = — SFi, Zi= — SZi. 

Wirkt speciell auf einen in A festgehaltenen Körper ledig- 
lich das im Schwerpuncte S angreifende öewicht, so muss für 
den FaU des Gleichgewichtes der Schwerpunct S mit dem 
Puncte A in derselben Verticalen sich befinden. 

§ 28. 
Festhalten eines starren Körpers in zwei Puncten. 

Werden zwei Puncte A und B eines starren Körpers etwa 
durch Anbringung zweier Lager festgehalten, so dass nur noch 
Rotationen des Körpers lun die Verbindungslinie g der beiden 
Puncte A und B möglich sind, so werden aUe diese Axe g 
schneidenden Kräfte das Gleichgewicht in keiner Weise zu 
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Stören im Stande sein, sondern nur etwaige Aenderungen der 
Lagerdrücke in A und B zur Folge haben. 

Für das Gleichgewicht ist erforderlich, dass sämmt- 
liehe auf den Körper wirkenden Kräfte sich auf zwei die 
Rotationsaxe schneidende Kräfte müssen zurückführen 
lassen, es muss also die Summe der Momente der Kräfte 
für die Botationsaxe verschwinden. 

Wird die Rotationsaxe zur 2f-Axe des Coordinatensystemes 
gemacht, so ergibt sich die Gleichgewichtsbedingung: 

Der Einfluss der beiden in der 2f-Axe in den Puncten 
;s = und ;s = a befindlichen Lager kann durch zwei in diesen 
Puncten angreifende Lagerreactionen ersetzt werden. Für die 
Componenten derselben X\ Y\ Z* und IC ^Y" ^ Z* ergeben sich 
die Q-leichungen: XA- X' A- X" = 

Y-^T +Y'' =0, 
^ + iT' + Z" = 0, 

M^ —Y^a^ 0, 

My-\-X"a = 0, 

wenn X, YJ Z die Summen der Componenten der Kräfte in den 
Richtungen der Coordinatenaxen, Jfx, My^ Mz die Summen der 
Drehmomente der Kräfte um die Coordinatenaxen bedeuten. 
Aus diesen Gleichungen folgt: 

X" = — -ilfy, T = — X+ ^ify, 
a ^ a ^ 

a a 

Z-\-Z'' = -Z, 

Von den 5:-Componenten der Lagerreactionen kann nur 
deren Summe angegeben werden. Die Wahl der Lagerpuncte 
Ä und B in g ist für das Gleichgewicht gleichgiltig, von der- 
selben hängen blos die Lagerreactionen ab. 

Wird nun der Körper durch eine sehr kleine Drehung S rp 
um die Rotationsaxe aus der Gleichgewichtslage gebracht, wäh- 
rend die Kräfte an den nämlichen Angriffspuncten in derselben 
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Grösse und Bichtung zu wirken fortfahren, so kann es sein, 
dass ein Zurückschnellen des Körpers in die frühere Gleich- 
gewichtslage stattfindet, es kann sein, dass der Körper noch 
mehr aus seiner Gleichgewichtslage gebracht wird, und kann 
sein, daas die neue Lage, in welcher er angelangt ist, abermals 
eine Gleichgewichtslage ist. Im ersten Falle möge das Gleich- 
gewicht ein stabiles, im zweiten ein labiles und im dritten 
ein indifferentes genannt sein. Es sollen die Kriterien für 
diese drei FäUe bestimmt werden. 

Bei der Drehung des Körpers um einen Winkel 8f wird 

der Punct: 

Xi = ri cos ^i , t/i = Ti sm ^i , Zi 

in die Lage gelangen: 

Xi = n cos (<pi + S ?) » 2/i' == ^i 8111 (?i + 8 <p) , Zi. 

Da der Winkel 8(p ein sehr kleiner Winkel sein soll, so folgt 

hieraus: , ,, 

Xi = Vi cos <pi — Vi sm ^^i . o ?> , 

l/i = n sin fi + n cos 9i . 8 (p 

oder: , «, 

Xi =Xi — yiO(p, 

Vi =yi + ociS(p. 

Ln Falle des Gleichgewichtes ist: 

M^ = y:{YiXi-Xiyi) = 0, 

Nach Drehung des Körpers um den Winkel 5 y wird ein 
Drehmoment auf den Körper wirken: 

M^'=l{YiXi'-Xiyi'). 
Bei Einsetzung der Werthe von Xi und yi folgt hieraus: 
M^' = l[Yi{xi-yi8^)-Xi(^i + Xi8f)} 
= l(YiXi-Xiy;)-8^1(XiXi+ Ysyi). 

Da nun die erste Summe auf der rechten Seite verschwindet,, so 
ist: J// = - 8^f .2 (XiO^i + TiZ/i). 

Dies ist der Werth des Drehmomentes, welches nach Drehung 
des Körpers um den sehr kleinen Winkel 8 ^ auf ihn wirkt. Es 
aiiid nun folgende Fälle möglich: 
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1) Es ist der Ausdruck S (Xi Xi + Yi yO positiv. Es hat 
dann das Drehmoment Mz das entgegengesetzte Vorzeichen 
von 8 (p. Das Drehmoment wird somit bestrebt sein den Kör- 
per in dem der vorgenommenen Drehung entgegengesetzten 
Sinne zurückzudrehen, ihn also wieder in seine anfängliche 
Lage zu bringen. Das Q-leichgewicht ist stabil. 

2) Es ist der Ausdruck 2 {Xi x\ + Y'\ v) negativ. Dann 
haben Mi und 8 (p stets dasselbe Vorzeichen. Das Drehmoment 
wird bewirken, dass der Körper noch mehr aus seiner Gleich- 
gewichtslage kommt. Das Gleichgewicht ist ein labilea 

3) Es ist 51 (Xi X\ + F 2/i) == 0. Dann ist die neue Lage, 
in welche der Körper gekommen ist, abermals eine Gleich- 
gewichtslage. Das Gleichgewicht ist ein indifferentes. 

Die Kriterien für das stabile, labile und indifferente 
Gleichgewicht lassen sich noch in anderer Form geben. 

Der Ausdruck: ^, s- ,Tr x tt \ 

U=^{XiXi-{- Y\y\) 

kann als eine Function der Verrückung 8 y == (|) angesehen 
werden. Wird eine Verrückung von der Grösse ^ vorgenom- 
men, so gehen die Coordinaten: 

Xi =i= n cos ^i , ?/i = n sin (pi 
in die Werthe über: 

x\ = n cos ((pi + 4») , yi = n sin (<pi + ^) 
und die Function TJ über in : 
U='L{XiX': + Yi yO = 2 {Xincos((pi + ^)+ i Vn sin (yi + t^) } . 

Bei Differentiation dieser Function U nach ^ folgt: 

- ,.- = — £ {Xi n sin ((pi + ^) — Yi n cos (^i + ^}} , 

-j^,2 = — ^[Xi Vi cos (<pi + i») + Yi n sin ((pi + ^)] , 
oder: 

~di^ = - S (Xi Xi' + Yi y() . 
Für den Fall des stabilen Gleichgewichtes ist nun: 

i:(yiXi-Xit/i) = o 



und 
also: 
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-r-r- = und -, , a <C für 6 = . 



Es folgt hieraus, dass im Falle des stabilen Qleich- 
gewichtes die Function U ein Maximum ist. Ebenso er- 
gibt sich, dass beim labilen Gleichgewichte die Function TJ 
ein Minimum wird, während beim indifferenten Gleichge- 
wichte wohl der erste Differentialquotient von ü ver- 
schwindet, die Function aber weder ein Maximum noch ein 
Minimum wird. 

Die Frage nach der Art der Gleichgewichtslage, die für den 
speciellen Fall hier behandelt ist, dass nur Eotationen des starren 
Körpers um eine Axe möglich sind, lässt sich ganz allge- 
mein stellen. Auf die allgemeine Aufgabe soll jedoch hier 
nicht eingegangen werden, einerseits weil sie zu sehr compli- 
cirt ist, andererseits weü sie mehr in die Dynamik als in die 
Statik gehört. 

Beispiel: Auf einen starren Körper, der nur Ro- 
tationen um eine horizontale Axe beschreiben kann, 
möge lediglich die im Schwerpunct S angreifende 
Schwerkraft G wirken. Im Falle des Gleichgewichtes 
muss das Moment der Schwerkraft für die Rotationsaxe 
verschwinden. Dies ist der Fall, wenn der Schwerpunct 
in der durch die Rotationsaxe gelegten verticalen 
Ebene sich befindet. 

Die Rotationsaxe werde, wie dies bisher geschehen ist, zur 
z-Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystemes gemacht, die 
durch die Rotationsaxe gelegte verticale Ebene zur Coordinaten- 
ebene rc = 0, die y-Axe soll positiv nach abwärts gerichtet sein. 
Die im Schwerpuncte : 

angreifende Schwerkraft hat die Richtung der positiven Seite 
der y-Axe. Es ist also: 

X=0, Y=G, Z=0, 
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Der Ausdruck U wird daher: 

f^ist positiv, 
wenn 7) positiv, 
negativ, wenn 
7) negativ, und 
=0,wennTj=0 
ist. Das Gleich- 
gewicht ist ein 
stabiles, wenn 
der Schwer- 
punct, wie in 
Fig. 1 unterhalb 
der Rotations- 
axe sich befin- 
det. Wird dann 

der Körper etwas aus der Gleichgewichtslage gebracht, so wird 
das Drehmoment — G s ihn wieder nach der früheren Gleich- 
gewichtslage zurückzubringen bestrebt sein. Das Gleichgewicht 
ist labil, wenn der Schwerpunct S oberhalb der Drehungsaxe 
liegt. Das Drehmoment Gs, welches entsteht, wenn der 
Körper aus der Gleichgewichtslage gebracht ist, wird ein 
Umstürzen bewirken. Das Gleichgewicht ist indifferent, wenn 
der Schwerpunct in der Botationsaxe sich befindet. Der Kör- 
per bleibt dann im Gleichgewicht. 

Beispiel (Hebel): Auf die beiden Puncte Ä und B eines 
Hebels, welcher sich um als Axe dreht, wirken in der Rich- 
tung der Verticalen die um die Strecken p und q vom Dreh- 
puncte entfernten Kräften P und Q. Die Momente von P und 



Fig. 67. 





Fig. 68, 



Fig. 6l>. 
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Q für den Punct als Drehpunct müssen die Summe Null im 
Falle des Gleichgewichtes ergeben. Die Kräfte P und Q wer- 
den dieselbe Richtung besitzen, wenn P und Q auf verschie- 
denen Seiten von liegen, entgegengesetzte, wenn sie wie 
beim einarmigen Hebel auf derselben Seite von sich be- 
finden. 

Für die Grössen von P und Q ergibt sich in beiden Fällen 
die Bedingung aus dem Satze vom statischen Momente der 

^^^- P:Q = q:p/ 

also das bekannte Hebelgesetz: Die Kräfte verhalten sich 
umgekehrt wie die Hebelarme. 

Der Punct sei zum Nullpuncte eines rechtwinkligen 
Coordinatensystemes gewählt und die x-Axe horizontal ange- 
nommen. Die Kräfte P und Q sind parallel zur ^-Axe, sie 
seien demgemäss mit Y^ und Y^ bezeichnet. Die Coordi- 
naten der AngriflFspuncte Ä und B seien x^j y^ und x^^ y^ und 
zwar sei für den Fall, dass die Puncie Äj B, nicht in einer 
geraden Linie sich befinden, derjenige Angriffspunct mit B be- 
zeichnet, welcher durch die Bedingung bestimmt ist, dass der 
Radius OB aus OA durch eine positive Drehung entsteht, 
deren Grösse 9 zwischen den Grenzen und tt hegt. 

Dann hat der Ausdruck: . 

das positive Vorzeichen. 

Nach dem Satze vom sta- 
tischen Momente der Kräfte ist 
für das Gleichgewicht: 

-*^l *^l I ^^ -^2 ^^ ^ 

r:_+x.;: ■.,-•■, 

Femer ist: ü= Y^ ?/i + Y^ 2/2 

und bei Einsetzung der Werthe von Yj und Y^ : 

U='k{y^Xi — n^gZ/i). 
Der Ausdruck U verschwindet für : 
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d. h. wenn die Angriffspuncte Ä und B mit dem Drehpuncte 
in einer geraden Linie liegen. Dann ist der Gleichgewichts- 
zustand ein indifferenter. 

Stabiles Gleichgewicht ist vorhanden bei positivem Werthe 
von Uf also bei positivem X. 

Labiles Gleichgewicht ergibt sich bei negativem Uj somit 
bei negativem X. 

§ 29. 
Das Princip der virtuellen VerrOckungen. 

Bei der Einfachheit der in den vorigen Paragraphen ge- 
wählten Beispiele bot die Aufstellung der Gleichgewichts- 
bedingungen keine Schwierigkeiten. Für complicirtere Fälle 
ist es nicht möglich auf Grund der Entwickelungen der früheren 
Capitel die Bedingungen für das Gleichgewicht eines nicht 
freien festen Körpers oder gar eines beliebigen nicht freien 
Punctsystemes aufzustellen. Es ist nothwendig eine weitere 
Hypothese, welche zur Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen 
für alle übrigen Fälle dienen soll, den folgenden Betrachtungen 
voranzuschicken. Von einem Beweise eines solchen hypothe- 
tischen Principes kann natürlich keine Bede sein. Es wird 
genügen, dieses Princip plausibel zu machen und für die schon 
behandelten Fälle die Giltigkeit nachzuweisen. 

Ein Massenpunct m möge von einem Puncte Ä, dessen 
Coordinaten sind x, y, z nach einem unendlich nahen Puncte Ä 
verrückt werden, dessen Coordinaten a'\ y\ z sich also von .r, i/, z 
nur um unendlich wenig unterscheiden. Es ist dann möglich, 
die Verrückung von A nach Ä in die drei Verrückungen: 



.' .- - ' . . ^' 



X —X, y — 2/, z —z 

in der Richtung der Coordinatenaxen zu zerlegen. 

Ist der Massenpunct ein vollkommen freier Punct, so kann 
er nach jedem dem Puncte A unendlich nahen Puncte Ä eine 
Verrückung erleiden. Ist er dagegen ein nicht freier Punct, 
ist seine Beweglichkeit also an eine Bedingung geknüpft-, so 
kann es sein, dass er infolge des herrschenden Zwanges nicht 
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nach allen dem Puncte A unendlich nahen Puncten Ä ge- 
langen kann. 

Jede mögliche unendlich kleine YerrQckung^ welche 
also den Bedingungen gemäss erfolgt» denen die Be« 
wegimg des Pnnctes unterworfen ist, soll als eine yirtuelle 
Verrücknng bezeichnet werden. 

Anf den Massenpnnct m möge eine Kraft wirken von der 
Grösse P. Wird dann mit dem Massenpuncte eine virtuelle 

Verrückung vorgenommen von der 
Grösse Sjp, deren Sichtung mit der 
Richtung der Kraft P den Winkel f 
bildet, so soll der Ausdruck: 

P cos-^ . t'p 

als die Arbeit bezeichnet werden, welche der Punct m bei 

dieser virtuellen Yerrückung leistet. Bei der Zerlegung der 

Kraft P in zwei Componenten T und ^, von denen die eine 

T' in die Sichtung von Sjp fiOlt, während die andere in der 

dazu senkrechten Eichtung Hegt, ergibt sich ftlr die Compo- / 

nenteT: T^Pcosy; 

die Arbeit Pco8?.8j9 

ist somit gleich dem Producte aus der Yerrückung 8p in die 
in die Eichtung von Sp fallende Componente T: 

Pco8 9 8p= r8p, 

wobei natürlich T positiv oder negativ einzufhhren ist, je nach- 
dem die Sichtung von T mit der von Ip übereinstimmt oder 
ihr entgegengesetzt ist 

Die Kraft P soll mit den Coordinatentazen die Winkel 
a, ß, T bilden, so daas: 

X=Pcoea, r=Pcoeß, Z=PcoeT 

die Componenten sind in der Eichtung der Coordinatentaxen. 

Die Yerrückang ip möge mit den Coordinatentazen die 
Winkel ot', ß', i einschliessen. Dann sind: 

8a: = 8j>Goea', 8{( = 8j)oo0ß', Sz^^ipooB^ 
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die virtuellen VerrQektmgen in der Biohtiing der CoeidinatoBr 
azen. 

Eb isi: 

und ftr die Arbeit PooefpSp ergibt doli bei filneetsting dieses 
Werihes von coe rp: 

1. Poosf «j) = X«a;+ YSy + ZSz. 

h^ ntui eis gMHMi Sjvdam ven Ponoten Xi yi zi gegeben, 
ireloke mü einailhr im Terbittdnaif sbahen, und sind ZI, Fi, 2i 
die OomponBBteh der liof dea Pmnit Xitfizi wirkenden Eraft^ 
80 stellt de^ Amdiftiok: 

2. l{J[idx,^YiSyi+Zii2i) 

die Stimme ans den Arbeiten dar, welohe die einzelnen Pnncte 
XiyiZi bei einer virtuellen Veitüokung ixi^ Syiy ilsi leisten. 
Diese Summe aus den Arbeiten der elnselneti Punote möge als 
die Arbeit des Systemes beseichnet werden. 

Das in Zukunft zu Grunde gelegte Prinoip lautet: 

Für jede virtuelle Verrttckung ist die von einem Pnnct- 
system geleistete Arbeit gleich Null. 

Fttr jede virtuelle Ywülekiiag Sxij Syi^ Sz-, ist sMut die 
Oleichung erfbllt: 

Das hier angefilhrte Prinoip ist ein ganz allgernftinefl, ee 
besitzt fOx starre Körper, wie fibr Punctsysteme, sowohl fi:«ie 
wie nicht freie Giltigkeit 

Es soll nachgewiesen werden, dass dieses Prinoip frLr den 
Pall des freien starren Körpers, sowie in den wenigen behan- 
delten F&Uen des nicht freien starren Körpers auf die schon 
hergeleiteten Gleichgewichtsbedingungen fthrt 

Wird mit dem starren Körper ein Coordinatensystem in 
eine feste Verbindung gebracht^ so können die einzelnen Puncto 
des Körpers nur solche VerrUckungen erleiden, wie sich die- 
selben bei Aenderung der Lage dieses Coordinatensystemes tOr 
die einzelnen Punkte des Körpers ergeben. Sind daher o^, yiy z\ 
die Coordinaten eines Punotos des festen Körpers, 0Ci\ y\y zi die 
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Coordinaten des nämlichen Pimotes nach Yomahme einer Yer^ 
racknng, so werden zwischen Xi^y-u z\ und Xi^ y\^ z( dieselben 
Gleichungen bestehen, welche zwischen den Coordinaten des- 
selben Punctes f[ir zwei rechtwinklige Coordinatensysteme exi- 
stiren. Es ist somit: 

a^i' = iCß + rTi cos a -f ^i cos ß -|- ^i cos T ? 
y^ = ^0 + ^ cos a' + yi cos ß' + ^i cos 7' , 
z\ = 2fQ + ^i cos a^^- y\ cos ß''^- zi cos y*', 

wo die nenn Winkel a . . . y " durch die Belationen verbunden 
sind: 

cos'a +cos*ß -j-cos*7 =1, cos^a -[- cos^a' + cos^a" = 1, 
cos^a' + cos^ß' + cos^t' = 1, cos« ß + cos« ß' + cos«ß" = 1, 
co8«a''+co8«ß''+cos«Y''= 1; cos«y + cos« 7' + cos^y" = 1; 

cos a cos a' + cos ß cos ß' + cos y cos y' = , 
cos a' cos a" -\- cos ß' cos ß" -|- cos y' cos y" = , 
cosa^cosa +cosß*'cosß ^cosy^^cosy =0; 

cos a cos ß + cos a' cos ß' + cos a" cos ß' = , 
cos ß cos Y + cos ß' cos y' + cos ß" cos Y* = , 
cos Y cos a -j- cos y' cos a' -f- cos y*' cos a" = . 

Bs sollen nun die Bedingungen dafür aufgesucht werden, 
dass die Yerrückung eine unendlich kleine ist. Es müssen 
dann die Differenzen: 

iCi' — a^i , y( — y\, Zi—Zi 

unendlich kleine Grössen sein. Dies ist der Fall, wenn: 

Xf^ , cos a — 1 , cos ß , cos y , 
^0, cosa' , cosß' — 1, cosy' , 
Zq , cos d" , cos ß** , cos y" ^ 1 

unendlich kleine Grössen sind. Aus der Gleichung: 

cos« a -f- cos« ß + cos« y = 1 

folgt somit, dass bis auf unendlich kleine Grössen höherer Ord- 

^^^«= cos«a=l, 

resp. : (cos a — 1) (cos a + 1) = 1 . . ' 

Henneberg, Statik der starren Systeme. U 
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Da aber cos a nahe bei 4~ 1} ft^so oos a -j- 1 nahe bei 2 liegt, so 
ist bis auf unendlich kleine Grössen höherer Ordnung: 

cos a = + 1 

und ebenso : cos ß' = + 1, 

coeY*= + 1- 
In der Gleichung: 

# 

cos a cos a' "f- cos ß cos ß' + cos T cos t' = 

wird das dritte Glied von höherer Ordnung unendlich klein, 
die beiden ersten GUeder sind dagegen von der ersten Ordnung. 
Es ist daher zu setzen: 

cos OL cos a' -j- cos ß cos ß' = , 

woraus sich in Berücksichtigung der früheren Gleichungen er- 

^^^' cosa' +cosß =0, - ^ - ' 

und ebenso : cos ß*' -f cos y' = , 

cos Y + cosa*' = 0. 

Wird nun ftlr die unendlich kleinen Grössen cos a\ cos ß'', cos y 
gesetzt: 

cosa' = 8xj cosß'' = 8y, cos 7 = 8(1», 

so ist: 

cosß = — 8^, coby' = — 8y, cosa'' = — S^. 
Die Gleichungen für Xi^yi^zi werden: 

yi=8b-]-Xiix + yi — ^i^9i 

wo, um die Kleinheit der Grössen x^^ y^y Zq durch die Bezeich- 
nung zu markiren, an die Stelle derselben 8 a, 8 6, 8 c ge- 
setzt ist. 

Für die unendlich kleinen Yerrückungen: 

8xi = Xi —cc^j Syi^yi—yij Szi = Zi—Zi 

folgen somit die Ausdrücke: 

8xi = 8a — yi8x+ ZiB^, 

4. {8yi^=8b— Zi8f-\-a^8x, 

8 Zi=^8 c — XiS^-^-yiSf. 
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Jede imendlicli kleine Verrücknng eines starren Körpers 
ist durch die sechs anendlich kleinen Grössen 8 a, 8 b, 8 c, 8 rp, 
8^, S^ bestimmt. Es ist die Bedeutung dieser Qrössen zu 
xmtersQchen. 

Werden von den sechs Grössen 8 a, . . . 8 / sämmtliche gleich 
Null gesetzt mit Ausnahme von 8 a, so ergibt sich eine specielle 
Verrflcbmg: 8xi = na, 

eine Verrückung also, bei welcher sich sämmtliche Puncte des 
Körpers in der Richtung der x-Axe um das Stück 8 a fortbe- 
wegen. Diese Verrückung soll als eine Translation von der 
Grösse 8 a in der Bichtung der x-Axq bezeichnet werden. 

Ebenso stellt 8 b eine Translation des Körpers von der 
Grösse 8& in der Bichtung der y-Ane und 8 c eine solche in 
der Sichtung der z-Axe dar. 

Die drei Translationen in der Richtung der Coordinaten- 
axen vereinigen sich zu einer einzigen Translation von der 

^"■^^^ V8a«+8&« + Sc«, 

welche Winkel mit den Coordinatenaxen einschliesst , deren 
Cosinus sind: 

8a 86 8c 



VSa« + 86« + 8c« V8a* + 862 + 8c« v8a« + 8 6« + 8c« 

Werden sämmtliche sechs Grössen 8a,... 8 x mit Aus- 
nahme von 8 X gleich Null gesetzt, so ergibt sich eine specielle 
Verrückung: 8xi = -yi8x, 

8«/i = + a;i8x, 
8zi = 0. 

Bei dieser Verrückung ist die z-Ajlb vollkommen in Ruhe 
geblieben, da ftlr o^ = 0, yi = ist 8 a;i = 8 y» = 0, 8 0i = 0; 
die Verröckung kann daher nnr in einer rmendlich kleinen 
Botation um die z-Axe bestehen. Es soll die Grösse des Ro- 
tationswinkels 8 bestimmt werden. Jeder Punct Xijyi,Zi, des 
Körpers, dessen Entfernung von der z-Axe ist: 

Ti = yxi^+yi^ 

11* 
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bewegt sich auf einem Ereise, dessen Mittelpunct auf der z-Axe 
liegt tpaid dessen Ebene senkrecht zur Ä-Axe ist Der Centri- 
winkel, welcher dem von einem Puncte zurückgelegten Kreis- 
bogen entspricht, ist für sämmtliche Puncte der nämliche und 
zwar ist er gleich dem Botationswinkel e. Der Punct Xiyi 
legt somit einen Weg zurück: 



ris = VaH^ + ^i^.s, 
während sich andererseits ergibt: 



Dies ist nur möglich, wenn e = Sx. Es stellt daher 8x den 
unendlich kleinen Botationswinkel bei der Botation des Kör- 
pers um die z-Axe dar. 

Ebenso stellt S9 den unendlich kleinen Sotationswinkel 
bei jßotation des Körpers um die o^Axe und 8^^ den unend- 
lich kleinen Botationswinkel bei EotatLon um die y-Axe dar. 

Wie die drei Translationen in der Bichtung der Coordi- 
natenaxen zu einer Translation vereinigt sind, so können auch 
die drei Botationen zu einer Botation zusammengesetzt werden. 

Bei Vornahme von drei Botationen um die Coordinaten- 
axen von den Grössen S^, S({), S^ ergibt sich: 

8yi = — ZiS(p + xiSx, 
8 Zi = — XiS^ -\- yiSf. 

iCi : j/i : £?! = 8 y : 8 (j^ : 8 X , 
8rci = 0, 8yi = 0, 8zi = 0. 

Sämmtliche Puncte einer durch den NuUpunct gehenden 
geraden Linie, welche mit den Coordinatenaxen Winkel bildet, 
deren Cosinus sind: 

8y 8(I> 8x 



V8<p«+8(^2_|_8^2 y5y2^8^2_|_g^2 y8y2_|_8^|,2^8^2 

erleiden keine Verrückung. Die ganze Verrüokung des Kör- 
pers kann somit nur durch Botation um diese gerade Linie 
als Axe entstanden sein. Ist a> der unendlich kleine Botations- 
Winkel, ri die Entfernung eines Punctes cciyiZi von der Bo- 
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tationsaxe, so wird der von diesem Puncto bei dieser Itotation 
zurückgelegte unendHch kleine Weg sein: 



Nun ist aber, wenn Bi die Entfernung des Punctes Xi y\ Zi 
Tom Nullpunct des Coordinatensystemes ist und * der Winkel, 
welchen der Badiusvector mit der Botationsaxe einschliesst, 

n = JBi sin * 
und 

, /^ 8 9 ^ ^ 8x y 

\Ä Vsy+Sy^+l^t^ 2j;. V8y+8(^2+8x'/ 

, /j^ H 11 ii. \". 

Daraus ergibt sich: 

8a^»+8«^i«+8^i2=n^a)2 

= 8y«4-8^»+8x' |(yiSx-^i8*)« 

+ (£;i8y--a;i8x)^« 
4-(rCi8(I) — j/i8<p)2l 

Andererseits ist in Folge der früheren G-leichungen für 

SoH* + 8yi«+ 8;^i« = (- 2/i 8x + -^i 8i>)«+ (-;^i 8y + rCi 8x)« 

+ (-a;iH+^iS?)'. 
Es muss somit sein: 



a) = V8(p2+8(p8+8x^ 

Die drei Botationen um die drei Ooordinatenaxen können 
zo einer Botation von der Grösse: 



(0= V8(p2 + 8 (|)2-j-8x^ 



um die Aze: 

o; : y : 5? = 8 y : 8 ^ : 8 X 
zusammengesetzt werden. 
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Jede unendlich kleine Verrackong eines festen Kör- 
pers kann in drei Translationen in der Richtung der Ck>« 
ordinatenaxen (resp. in eine Translation) und in drei Ro- 
tationen um die Coordinatenazen (resp. eine Rotation um 
eine durch den Nullpunct gehende Aze) zerlegt werden. 

Da das Coordinatensystem vollkommen beliebig ist, so lässt 
sich jede virtuelle Bewegung eines starren Systemes auf un- 
endlich viele Arten auf eine Translation und eine Rotation 
zurückfuhren*). 

In späteren Untersuchungen wird der Fall eine Rolle spielen, 
dass ein ebenes starres System, welches in einer Ebene E 
liegt, gegeben ist, das sich nur in dieser Ebene E bewegen 
kann. 

Die Ebene E sei zur Ebene z = des Coordinatensystemes 
gemacht. Dann sind die V errückungen eines Punctes Xi yi pa- 
rallel zu den Coordinatenaxen: 

i-^ = 8a — j/iSx, 






+ Xi8x. 



Jede unendlich kleine Bewegung eines starren ebenen 
Systemes in der Ebene desselben kann somit in zwei 
Translationen: g^ ^^ gj, 

in der Richtung der Coordinatenaxen (resp. in eine resul- 
tirende Translation) und in eine Rotation von derOrOsse: 

um den Nullpunct des Coordinatensystemes zerlegt werden. 

Für den speciellen Punct, dessen Coordinaten sind: 

^ Sft , 8a 

c = — ^— und 7] = ^— , 

ergibt sich aus den Gleichungen 4 a eine virtuelle Verrückung: 

Se = und 8y] = 0. 

* In dem zweiten Theile dieses Werkes soll ausföhrlicher die Kine- 
matik der starren Systeme behandelt werden. 
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Hierans folgt des Satz: 

Bei jeder unendlich kleinen Bewegung eines starren 
ebenen Systemes ezistirt ein Funct 4 fi^ der keine Bewegung 
erleidet. Die Bewegung des Systemes kann somit als eine 
unendlich kleine Botation um diesen Funct als Centrum 
aufgefasst werden. 

Dieser Punct wird als das Drehungscentrum bezeichnet, 
welches der virtuellen Yerrückung entspricht. 

Kann sich ein Punct Ä des starren ebenen Systemes K 
nur auf einer Curve C bewegen, so wird das Drehungscentrum 
jedenfalls auf der Normale der Curve G im Puncto A liegen. 

Können sich zwei Puncte Ä und A^ eines starren ebenen 
Systemes nur auf zwei Curven G und G^ bewegen, so ist das 
Drehungscentrum der Schnittpunct der beiden in A und A^ 
construirten Normalen. 

Bei Einsetzung der fär Sa;i, S^i, 8zi fär feste Körper er- 
haltenen Werthe 4 in die Gleichung des Principes der virtuellen 
y errückungen : 

liXi8Xi+ YiSyi + ZiSzi) = 
ergibt sich: 

= l{Xi8a+YiSb-\-Zi8c + 8fp{Ziyi-YiZi) + mXiZi'^ZiXi) 
oder: +8x(TiXi^Xiyi)} 

= 8aI.Xi + SblYi + 8clZi + 8fl(Ziyi—YiZi) 

+ 8^l{XiZi-ZiXi) 

+ 8x^{YiXi-Xiyi). 

Fflr feste Körper nimmt daher das Frincip der vir- 
tuellen y errückungen die Form an: 

5. X8a+ Y8b + Z8c + Mj,8^-^My8^ + Mz8x = 0, 

wo Xj Y, Z die Summen der Gomponenten der Kräfte in der 
Richtung der Coordinatenazen, MT,MyjMz die Summen der 
Drehmomente um die Coordinatenazen bedeuten. 

Ist nun der Körper ein vollkommen freier Körper, so wird 
jede Verrückung eine virtuelle sein, bei welcher 8 a... unend- 
lich kleine Grössen sind. Die Gleichung 5 muss giltig sein, 
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welche Werthe auch die Verhältnisse derselben besitzen. Dies 
ist nur möglich, wenn: 

X=0, F=0, Z=0, 3fx = 0, Jfy = 0, Mz=0, 

wenn also die sechs Gleichungen beMedigt sind, deren Giltig- 
keit ftlr im Gleichgewichte stehende und an einem freien starren 
Körper angreifende Kräfte nachgewiesen ist. 

Ist der Körper dagegen ein nicht freier Körper, so wer- 
den zwischen den sechs Grössen Sa... Bedingungsgleichungen 
existiren. 

Botirt speciell der Körper um die z-Axe, so sind sämmt- 
liehe der sechs Ghrössen Sa... gleich NuU mit Ausnahme von S x* 
Die Gleichung 6 wird: o = jlf Sv 

aus welcher sich die Bedingung: 

in üebereinstimmung mit den früheren Resultaten ergibt 

Ist der Körper schliesslich im NuUpuncte festgehalten, so 
wird Sa^O, Sft^O, Sc = 0, während S y, S ^, 8 7 beliebige 
Werthe besitzen können. Es ist: 

M^Sf + MyS^ + Mz Sx = 0. 

Aus dieser Gleichung ergeben sich bei der Unabhängigkeit 
von Sf, 8i|>, Sx die früheren Bedingungen: 

ifx=0, Jfy=0, Mz=0. 

§ 30. 
Beispiele zum Principe der virtuellen Verrlickungen. 

Gleichgewichtsbedingungen für einen Massen- 
punct. Ist nur ein einziger Massenpunkt vorhanden, so liefert 
das Princip der virtuellen Yerrückungen die Gleichung: 

1. X8x-\- Y8y-\-Z8z = 0, 

wenn x^ tfj z die Coordinaten dieses Massenpunctes bedeuten. 

Ist dieser Punct ein fixier Punct, so besteht diese Gleichung, 
wie auch die Verhältnisse der Yerrückungen Sx, Sy, Sz ge- 
wählt sind, es muss somit sein: 

x=o, r=o, Z=0. 
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Ist der Panct dagegen nicht frei, so kann jede Bedingung, 
welcher die Bewegung des Punctes unterworfen ist, durch eine 
Gleichung zwischen den Coordinaten: 

2. f{x, y,z) = 

ausgedrückt werden. Die virtuellen Verrückungen 8x, 8y, 82 
müssen dann der Gleichung: 

genügen, aus welcher sich in Berücksichtigung der Gleichung 2 
ergibt : 

Cx oy oz 

Ist die Bewegung des Punctes nur an eine Bedingungs- 
gleichung 2 geknüpft, so stellt dieselbe eine Fläche dar, auf 
welcher der betrefiPende Punct verbleiben muss, und die Glei- 
chung 3 sagt aus, dass eine Verrückung nur in der Tangential- 
ebene erfolgen kann. Von den virtuellen Verrückungen 8 a;, 
dy^ Sz sind zwei vollkommen beliebig, die dritte ist dann 
durch 3 bestimmt. 

Aus den Gleichungen 1 und 3 lassen sich die virtuellen 
Verrückungen durch Einführung des Lagrange'schen Multi- 
pUcators eliminiren. Infolge von 3 wird für jeden Werth von X 
die Gleichung: 

oder: 

erfüllt sein. Ist X so gewählt, dass 

so folgt: 

eine Gleichung, in welcher die Coefficienten von Sy und Sz 
verschwinden müssen, da von den drei Verrückungen SiC, 8y, 8z 
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zwei, z. B. 5^ und Bz vollkommen beliebig gewählt sein 
dürfen. 

Es findet daher Gleichgewicht statt^ sobald sich ein 
Factor X. finden lässt, so dass: 



4 



Sind a, ß, Y die Winkel, welche die Normale der Fläche 2 
im Pancte x, y, z mit den Goordinatenaxen einschUesst, so ist: 



cosa = 



Vßi)+(i^)'+i 



2 



cosß = 






cos 7 = 






V(iM:f+ (f2 



8 



Es wird daher: 

r+x 



cosa = 0, 






oder, wenn 



gesetzt wird: 



V(iw^= 



Die Zusammenaetatmg von Kräften 171 

X+ icosa = 0, 
y+icosß = 0, 
Z-}- Lco8t = 0. 

Durch diese Gleichungen ist ausgedrückt, dass im Falle 
des Gleichgewichtes die Eesultante X, Y, Z der auf den 
Massenpunct wirkenden Kräfte in die Normale der Fläche 
fallen muss. Als Eeactionskraft ist eine Kraft einzuftlhren, 
welche in der Normale der Fläche liegt und die Componenten 
— Xj — F, — Z besitzt. 

Sind zwei Bedingungsgleichungen: 

? (^, y, ^) = 

vorhanden^ so kann sich der betreffende Punct nur auf der 
Schnittcurve der beiden durch diese Gleichungen dargestellten 
[Flächen bewegen. Für die virtuellen Verrückungen folgen 
die Gleichungen: 

und 9?^*. ,8^,. ,8cp^ 

ix ^ 8y ^ ^ S2? ' 

durch welche zwei der virtuellen Yerrückungen bestimmt sind, 
-wenn die dritte gewählt ist. Die virtuellen Verrückungen 
lassen sich wieder durch Einführung von Multiplicatoren X 
und {I. eliminiren. 

Wie auch X und (i angenommen sind, es wird stets die 
Gleichung : 

^ \ix iy oz I 

resp.: 

erfüllt sein. Sind nun X und |i. so gewählt, dass 
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Ix 



x+\^^v^^ = o 



8jp_ 



und 



so folgt: 






und es muss, da die eine der Yerrückungen z. B. Sjs; beliebig 
angenommen sein darf, auch sein: 

Es wird Gleichgewicht herrschen, sobald die Gleichungen 
erfüllt sind: . 



5. 






^2 



^+x^ + i^^=o. 



8jp_ 

^2 



Die Coordinaten der Carve, auf welcher der betreffende 
Ponct sich befinden soll, seien gegeben als Functionen eines 
Parameters p : 

x^fiip). y = f»(p), s=fa(P)- 

Dann ist: 



Sx 



_df^ 



8p, 



'y=fp'p' 



s« = 



-^8p 



dp ^ ' "^ dp ^' dp 

und somit ergibt sich aus der Gleichung 1 die Bedingung: 

TT^/i j^ Y^ + Z^ =0. 



dp 



dp 



dp 



Die Ableitun£:en -—-^^ —r^i —!— sind den Cosinus der 

^ dp dp dp 

Winkel proportional, welche die Tangente der gegebenen Curve 

mit den Coordinatenaxen bildet. Die hergeleitete Gleichung 

besagt, dass die Kraft X, Y, Z senkrecht auf der Tangente 

steht, also in der Normalebene der gegebenen Curve liegt. 
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G-leichgewichtsbedingnngen für ein System von 
Palleten. Auf die gegebenen n Puncte X\ yi z\ sollen eine 
Iteihe von Kräften Xi Yj Zi wirken. Im Falle des Gleich- 
gewichtes mnss dann die Bedingung: 

erfUlt sein. 

Die Gleichungen, an welche die Bewegung der Puncte 
geknüpft ist, seien : 

r=o, ?=0, ♦ = o..., 

wobei im Allgemeinen die Functionen /*, 7, ... abhängig sein 
"werden von den Coordinaten der sämmtlichen n Puncte. Aus 
diesen Gleichungen folgen für die virtuellen Yerrückungen die 
B^lationen: 



Mit Hülfe derselben lassen sich aus dem Principe der vir- 
tuellen Yerrückungen die virtuellen Verrückungen Sxi, St^,-, hzi 
eliminiren. Nach EinfQhrung von Parametern X, (i, v . . . folgen 
analog wie oben die 3 n Gleichungen: 

o = x. + x^ + p.^^''-4-v?-* + ..., 



6. 



^y-x ^y-i ^y-x 

QZi Q Zi ^ Zi 

Beispiel. Drei Puncte Ä^ Bj C können sich nur so 
in der von ihnen bestimmten Ebene E bewegen, dass 
das Dreieck ABC den Flächeninhalt nicht ändert. 
Es soll untersucht werden, wann drei Kräfte Pj, P,, Pg, 
die auf diese Puncte wirken, im Gleichgewichte sich 
befinden. 
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Da die Componenten der Ejräfte P^, P^, P^ normal znr 
Ebene E ohne Einfluss auf das Gleichgewicht sind, so ist ee 
gestattet, diese Kräfte in der Ebene E anzunehmen. 

Die Coordinaten der drei Pnncte Ä, B, C seien rCj i/j, 
Xg ^2 » ^8 tfs ^^d ^® Componenten der wirkenden Kräfte X^ Y^ , 

-^2 ■'•2> -^8 -*-8' 

Der Flächeninhalt des Dreieckes ABC ist: 

2 1^2 ^8 — ^8 ^2 + '^^8 2/1 — ^ 35/8 + ^ ^2 — ^2 i/l). 

die Bewegung der Puncte ^, B, C ist somit an die Bedingung 
geknüpft : 

^2 Vb — ^B 2/2 + ^8 2/i — •'^1 2/8 + ^2/2 — •'^2 2/1 = const. 

Die Formeln 6 ftlhren daher auf die Gleichgewichts- 
bedingungen : 

^1 + >^(2/2 - 2/8) = 0, X, + X(y3 - t^J = 0, 

1^1 — >^(^2 — '^8) = 0; Tg — X (0^3 — a;i) = 0; 

X8 + >^(2/i~2/a) = 0, 
y8->^(^ — a;g) = 0. 
Die Grössen der drei Kräfte P^, P,, P3 sind: 



P, = XV(a;g-a;3)» + (2/3-2/3)« 
Pg = XV(aJ3-a;,)« + (y3-2^,)«, 

Ps = ^ V(a:, - rc,)« + (^1 - 2/2)' 

and die Tangenten der Winkel Oj, a,, a,, welche dieselben 
mit der x-Axe des Coordinatensystemes einsohliessen: 

Diese Gleichungen sagen ans, dass die Kräfte in die drei 
Höhenperpendikel fallen nnd den Längen der Seiten des Drei- 
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eckes proportional sind. Das aus den Kräflen constmirte 
Erftftepolygon ist ein geschlossenes und das betr. Krftftedreieck 
ist ähnlicli dem Dreieck ABC. 

Ein analoger Satz ergibt sieb Air das Gleichgewicht von 
vier Kräften Pj, Pg, Pg, P^, welche an vier Puncten A^ P, C, D 
angreifen, die nicht in einer Ebene liegen und nur so sich zu 
bewegen im Stande sind, dass das von ihnen bestimmte Tetraeder 
einen constanten Inhalt besitzt. 

Anfgaba Bei einer Brückenwaage sind für den 
Fall des Oleichgewichtes die Beziehungen zwischen 
den beiden Gewichten P und Q zu ermitteln. 

Bei der beigezeichneten einfachsten Anordnung einer 
Brückenwaage drehen sich die beiden Hebel AB und CD, die 
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^ 



vermittelst der Stange BC verbunden sind, um die beiden 
Puncto und D als Drehpuncte. Auf den Endpunct A des 
Hebels wirkt die Kraft P, auf den Hebel CD infolge eines 
aufgelegten Gewichtes eine Kraft Q. Der Angriffspunct der 
letzteren ist der Schwerpunct S des Gewichtes. 

Die Strecken A^ OB, CD seien mit a, iZ, X bezeichnet.' 
Der Hebelarm der Kraft Q fOx D als Drehpunct sei L 

Bei Yomahme einer virtuellen Yerrückung des Systemes 
bewegen sich die Puncto A und B auf Ejreisen mit dem Mittel- 
punct 0, der Punct C auf einem Kreise mit dem Mittelpuncte D. 
Die Verrüokungen dieser Puncto in der Eichtung der Hori- 
zontalen haben auf das Gleichgewicht keinen Einfluss, da die 
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Kräfte P und Q vertical gerichtet sind. Die verticalen Ver- 
rückungen der Puncte A und S seien Sy^ und Sy^^ dann muss 
nach dem Principe der virtuellen Verrückungen die Gleichung 
bestehen: PSy^ + QSy^ = 0. 

Der Hebel Ä B möge um einen unendlich kleinen Winkel 
Sf gedreht werden, so daas der Punct Ä eine Yerrückung in 
der Richtung der Verticalen erleidet von der Grösse: 

und der Punct B und somit auch C eine solche: 

Nun ist aber: * # !> -r -, 

Sy :Sy^ = L,:ly 

also : . 

woraus sich bei Einsetzung des Werthes von Sy' ergibt: 

8y^ = — Rj^8rp. 

Bei Substituimng der für 8 y, und 8 y^ hergeleiteten Werthe 
in die obige Gleichung folgt: 

Pa8tp — QRySf = 0y 
somit : ^^ n 

Soll durch eine kleine Kraft P eine grosse Last Q im 
Gleichgewicht gehalten werden, so müssen R und Z möglichst 
klein, a und L möglichst gross gewählt sein. 

Für die Anwendung ist diese Construction der Brücken- 
waage unbrauchbar, da die Beziehung zwischen P und Q ab- 
hängig ist von der Stelle des Hebels CD, auf welche das Ge- 
wicht Q zu liegen kommt, resp. von der Lage des Sohwer- 
punctes S. Dieser IJebelstand lässt sich durch die beistehende 
complicirtere Construction vermeiden. 

Soll bei der beigezeichneten Brückenwaage die zwischen 
P und Q bestehende Relation unabhängig sein von der Stelle 
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des Hebels C^ Dj, auf welcher die Last Q zu liegen kommt, so 
muss die Verrückung des Punctes Cj gleich der Verrückung 
des Punctes Dj gleich der Verrückung des Angrif^unctes S 
der Kraft Q sein. 

Die Strecken 0-4, jB, JB,, CD seien mit a, 22, r, i und 
die horizontale Entfernung der Puncte D, D^ mit Z bezeichnet. 

Ist 8^1 die virtuelle Verrückung des Angriffspunctes A 
der Kraft P, ^y^ die Verrückung der Puncte Ci, D^ und S^ 
so wird für den Fall des Gleichgewichtes: 

Die virtuelle Verrückung des Punctes A sei: 

8yi = a8(p, 

dann ist die von Si "^^^ Ci ' 

hy' = — r 8 9 
und die von B und C: 

8«/" = — i2 8<p. 

Die Verrückung des Punctes D^ kann aus der von G her- 
geleitet werden aus der Bedingung: 

hy" iiy^ = L:l] 
es ergibt sich: ^ l ^ ^ 

und bei Einsetzung des Werthes von iy" : 

» Bl ^ 

8^2 = — -^8?. 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 12 
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Die Bedingung, dass die virtuellen Verrückungen der Puncte 
Gl und Dj die nämlichen sind, ist erfüllt, wenn: 

also : B l 

Unter dieser Voraussetzung ergibt sich für die Kräfte P und Q 
die Beziehung : ^ 

aL 

Aufgabe: Es ist die Gleichgewichtslage eines un- 
ausdehnbaren Seiles zu bestimmen, welches über eine 
Fltlche gespannt ist, und auf das Kräfte wirken. 

Die Coordinaten eines Punctes des Seiles seien .r, y, Zy 
die Gleichung der Fläche, über die das Seil gespannt ist: 

f{x,y,z) = Q 

^^ Xds, Td8, Zds 

die Componenten der auf das Längenelement ds des Seiles 
wirkenden Kraft. 

Aus dem Principe der virtuellen Verrückungen ergibt sich 
für das Gleichgewicht die Bedingung: 

J\XSx+ YSy + ZSz)ds = 0, 

wobei das Integral über die ganze Länge des Seiles zu er- 
strecken ist. 

Da das Seil in jedem Puncte mit deY Fläche f=0 in 
Contact bleiben soll, so besteht zwischen den virtuellen Ver- 
rückungen Sxj Sy^ Sz eines Punctes die Relation: 

lf8x + l^Sy + l^Sz==0. 
^x ^ ^y ^ ^ ^z 

Infc^e der ünausdehnbarkeit des Seiles sind femer nur solche 
Verrückungen möglich, bei denen die Länge eines Längen- 
elementes d s ungeändert bleibt, für welche somit die Variation 
des Längenelementes ds verschwindet: 

8ds = 0. 

Da 

ds=}/dx''-^dy'' + dz% 
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so folgt nach den Begeln der Yariationsreclinung die Bedingung: 

dxdSx ^dydSy dz d8z 

da da ds da da da 

Zwischen den virtnellen Yerrückungen Sxj Sy, Sz bestehen 
zwei Gleichungen; es kann daher die eine der Yerrückungen 
ftr jeden Punct des Seiles willkürlich gewählt sein, dann sind 
die beiden anderen vollständig bestimmt. 

Bei Einfiihrung von zwei Multiplicatoren X und (t folgt 
somit: es muss die Gleichung: 

Idx d$x . dy dSy dzd8z\] 

^\da da da da d^ dal) 
oder : 

n IdxdSx dydSy dzdSz\^^ 
Jo \da da da da da dal ' 

bei welcher die Integrale über die ganze Länge des Seiles, also 
vom Anfangspuncte bis zum Endpuncte 1 auszudehnen sind, 
erfüllt sein, was für Werthe auch die Multiplicatoren X und (ji 
besitzen. 

Durch theilweise Integration ergibt sich: 

n dxdSx^^^ ^8xf- /" — ( —\8x da 
Jq ^ da da ^ da \q Jq dav dal ' ' 

r dydiy , dy ^ f Hd I dy\ ^ , 

n dzdiz^^^ ^zz^— T—i ^8z da 
X da da ^ da \q X ^^ * ^^' 

Die beiden Endpuncte und 1 des Seiles seien zwei fixirte 

Puncto der Fläche: ^, ^ r^ 

f{x,y,z) = 0. 

Dann sind die virtuellen Yerrückungen für dieselben gleich 
Null, es ist: 

12* 
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|JL -;j^ o; I = , 



ds 
und daher: 






ds 



Sz 



= 



n dx dZx a =— r ^ l i^\8 

Jq ^ ds ds J^ dsy ds) ' ' 



^0 



ds 

dy dSy 
d« ds 



'^*=-X'/4^^)^^-'''' 



J^ ds ds Jq dsv ds) 



Die obige Bedingung für das Gleichgewicht wird somit: 

d 
ds 



''=/^+H'^:(^ä]-+[^-+^^^Ä(^2)]^' 



^w^'i.-tx^m^'h- 



Sind nun X nnd |i. so angenommen, dass: 

d 



^+s-i 



ds 



(^ä- 



und 



oy dsv dsl 
80 ergibt sich: 

eine G-leichung, die infolge der willkürlichen Wahl der einen 
der virtuellen Verrückungen vollkommen unabhängig von den 
vorausgesetzten Werthen von Sz sein muss. Dies ist nur der 
Fall, wenn auch: 

02 ds V dsl 
Es folgen daher für das Gleichgewicht die Bedingungen : 

(yr,.^f d I dx\ - 

?/• d 



7. 



F+X 



7>y ds 
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durch welche in Yerbindung mit der Gleichung: 

die Gleichgewichtslage des Seiles bestimmt ist. 

Das vorliegende Problem ist wesentlich deshalb gestellt 
worden, nm als Beispiel zmn Principe der virtuellen Verrückungen 
za dier.en. Wenn es sich nur um die Aufistellung der Gleichun* 
gen 7 gehandelt hätte, so würde es zweckmässiger gewesen 
sein, dieselben ganz direct aus den Gleichungen 3 des § 18 
herzuleiten. Der Einfiuss der Fläche auf das Gleichgewicht 
h&tte ersetzt werden müssen durch die in die Normale der 
Flfiche fallende Beactionskrafl R. Die Componenten dieser 
ßeactionskrafl in der Brichtung der Coordinatenaxen sind: 

ir 

S X 
Bcoa(nx) = R 



R cos (ny) = R 



J? cos (n 2f) = J2 



y/CT 




m- 


'^ybyl '^nzl 


m- 


^ K)"+ (r-)' 



wenn (nrc), (ny), {nz) die "Winkel sind, welche die Normale 
der Fläche mit den Coordinatenaxen bildet. Zur Lösung des 
Problemes unter Zugrundelegung der Gleichungen 3 des § 18 
^wäre es nothwendig gewesen, in denselben an die Stelle der 
Kräfte X, T, Z die Kräfte X+ jBco8(naj), Y+RcoB{ny\ 
Z -\- Rcoa{nz) einzufllhren. Dann ergibt sich : 

x+iJco8M--j^(r^)=o. 



8. 



Z + iJco8(n.)-/jr^j=0. 
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Die jetzt entwickelten Gleichungen führen auf die Gleichun- 
gen 7, wenn: 



und 



--Vf^3*+a'+(^: 



2 



gesetzt wird. Der Multiplicator |jl stellt die Spannung des 
Seiles dar. 

Bei Ausföhrung der Differentiationen in den Gleichungen 8 
und Einführung der Winkel a, ß, 7, welche die Tangente der 
Seilcurve, und der Winkel a, 6, c, welche die Hauptnonnale 
der Seilcurve mit den Coordinatenaxen einschliesst, folgt (cf. § 18): 

T dT 

X4- 22 cos (na;) = - cosa + -;— cosa, 

P da 

T dT 

9. < y + JS cos (w ?/) = - cos 6 + -r cos ß , 

p ds 

T dT 

Z -\- R cos (nz) = ~ cos c + --,- cos t , 

p ds 

wo p den Krümmungsradius der Seilcurve bedeutet. 

Wirken keine Kräfte auf das Seil, ist also X=0, Y 
Z=Oj so wird: 



= 0, 



9 a. 



jR cos (n x) = 



T , dT 

- cos a + ,— cos a , 

p ds 



T dT 

R cos (n y)= - cos ft + -3- cos ß , 

p ds 

R cos \nz) =^ — cos c H — r- cos y . 

p d5 

In Berücksichtung der Delationen: 

cos {nx) . cosa -\- cos (wy) . cos ß + cos {nz) . cos y = 0, 

cos a . cos a -|- cos ft . cos ß + cos c . cos y = 

ergibt sich bei Multiplication der Gleichungen 9 a mit cos a, 
cosß, cos 7 und Addition für die Spannung T die Bedingung: 

dT 



ds 



=0, 



Die ZusammenBetztmg von Kräften. 183 

d. h. die Spannung ist auf der ganzen Länge des Seiles 
constant. Dies ist nur möglich, wenn: 

{nx) = aj 
{ny) = b, 
(nz) = Cj 

wenn also die Hauptnormale der Seilcurve in die Flächenormale 
fallt, und B den Werth besitzt : 

T 

P 
Hieraus folgt der Satz: 

Ein über eine Fläche gespanntes Seil, auf das keine 

Ejräfte wirken, stellt sich in einer geodätischen Linie ein. 

Ist speciell 7=0, so wird R = 0. Die obigen Gleichun- 
gen sind von selbst erfiült. Das Seil ist in jeder Lage im 
Gleichgewichte. 

Beispiel: Es ist die Gleichgewichtslage eines ho- 
mogenen schweren Seiles zu finden, welches auf einer 
schiefen unter dem "Winkel a gegen die Horizontale 
geneigten Ebene ruht und an zwei Puncten derselben 
befestigt ist. 

Das Coordinatensystem möge so gewählt sein, dass die 
a;-Axe horizontal ist und die schiefe Ebene in die Ebene 
z = fällt. Dann wird : 

X=0, ir=Y8ina, Z=Ycosa; 

cos(nx) = Oj cos (n y) = 0, cos (?i z) = l. 
Aus den Gleichungen 8 folgt: 

d 



(4:)-». 
)= 



ds 
d Irndy 



Y sm a , 



ds \ dsi 

7 cos a + -ß = . 

Die dritte dieser Gleichungen liefert für die Beactionskraft R 

den Werth: ^^ 

jB = — Y cos a . 

Aus der ersten folgt: 

y = const., 
ds 
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d. h. die horizontale Componente der Spannung ist gleich einer 
Constanten Grösse c. Bei Einsetzung von: 

dx 
in die zweite Gleichung ergibt sich: 

d 



ö—. 



ds 
oder: 

d^y . ds 

ax^ clx 



Dies ist aber die in § 12 hergeleitete Differentialgleichung 
der Kettenlinie. Das Seil stellt sich somit in einer Eetten- 
linie ein. 



IL ABSCHNITT. 

Die Zerlegung der Kräfte und das 

einfache Fachwerk. 



§ 31. 
Einleitung. 

Bei der Constmction eines Fachwerkes handelt es sich nm 
die Aufgabe, ein gegebenes System von ELrftften, welches an 
einem starr verbundenen Punctsysteme angreift, zu ersetzen 
durch E[räfte, welche in vorgeschriebenen geraden Linien sich 
befinden. Bei dem ebenen Fach werke liegen sämmtliche Ejräfte 
in derselben Ebene, sie können vermittelst der hergeleiteten 
Methoden stets auf eine resultirende Kraft R oder auf ein re- 
sultirendes Kräftepaar M zurückgeführt werden, und es handelt 
sich dann um die Aufgabe, diese Kraft R resp. das Kräfte- 
paar M zu zerlegen in Kräfte, welche in vorgeschriebenen 
Geraden liegen, die sämmtlich in der Ebene des Kräftesystemes 
sich befinden. 

Bei dem räumlichen Fachwerke dagegen ist ein räum- 
liches Kräftesystem gegeben. Dasselbe kann in bekannter 
Weise auf zwei sich kreuzende Kräfte R^ und R^ zurückgeführt 
werden, und diese beiden sich kreuzenden Kräfte sind dann in- 
Componenten zu zerlegen, welche in beliebigen (nicht in einer 
Ebene sich befindenden) Geraden wirken. 

Diese Aufgabe der Zerlegung der Ejräfte soll im vorlie- 
genden Abschnitte behandelt und auf Grund derselben die 
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Theorie des Fach Werkes natürlich ohne Eingehen auf die Details 
entwickelt werden. 

Eine solche Zerlegung von Kräften ist sowohl analytisch 
wie graphisch ausfahrbar. Bei der analytischen Zerlegung 
müssen eine Beihe von Gleichungen aufgelöst werden, deren 
Aufstellung mit Hülfe der für ein starres System geltenden 
Gleichgewichtsbedingungen keine Schwierigkeiten bereitet, 
umständlicher in der Begründung, in der Ausführung bequemer 
ist dagegen die graphische Zerlegung der Kräfte. Diese gra- 
phische 2ierlegung soll daher allein ausgeführt werden, noch 
dazu als die graphischen Methoden vorzugsweise für die Con- 
struction eines Fachwerkes geeignet sind. 

6. Capitel. 
Graphische Zerlegung des ebenen Kräftesystemes. 

§ 32. 
Zerlegung einer Kraft in zwei Componenten. 

Ist eine einzige Kraft R in einer Geraden l gegeben, 
welche in zwei in den Geraden g^^ und g^ liegende Com- 
ponenten P, und Pg zerlegt werden soll, so ist die nothwen- 
dige und hinreichende Bedingung fär die Möglichkeit der Zer- 
legung, dass die mit l in einer Ebene liegenden Geraden g^ 
und flTg sich in einem Puncte T von l schneiden. Ist diese Be- 
dingung erfüllt, so ergeben sich die beiden Componenten durch 
Construction eines Kräfteparallelogrammes resp. besser eines 
Kräftedreieckes. 

Diese Aufgabe der Zerlegung einer Elraft in zWei Com- 
ponenten liegt in der Weise in der Begel vor, dass gesagt ist, 
die beiden Kräfte P^ und Pg sollen durch zwei vorgeschriebene 
Puncte Ä und B hindurchgehen. Dann kann der Punct T 
auf l beliebig gewählt werden. Ist 1 gleich und parallel der 
Kraft R in l und ist OiV^|| ^T, Nl \\ TB, so ist Pj =07f, 
P^= Nl. Bewegt sich nun T auf l, so beschreiben die beiden 
Strahlen Ä T und B T zwei Strahlenbüschel mit den beiden 
Mittelpuncten A und B. Diese beiden Strahlenbüschel sind 
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perspectivisch, und zwar ist l die perspectivische Axe. Die 
beiden Strahlen N und 1 -^ im Kräftedreieck beschreiben 
ebenfalls zwei Strahlenbüschel, wenn T sich auf l bewegt. Die 
Strahlen 0^ des ersten Strahlenbüschels sind parallel den 
Strahlen Ä T des Büschels mit dem Mittelpunct Ä. Folglich 
ist das Strahlenbüschel N ähnlich gleich dem Strablenbüschel 
A T. Ebenso ist das von 1 N beschriebene Strahlenbüschel 
ähnlich gleich dem Büschel B T, Da die beiden Büschel A T 
und B T unter sich perspectivisch sind, so sind jedenfalls die 
beiden Strahlenbüschel N und 1 N unter sich projectivisch. 
Bückt der Punct T in das Unendliche, so werden die Strahlen 
A T und B T parallel zu i, die beiden Strahlen N imd 1 N 
fallen daher in 1 zusammen. In 1 liegen zwei ent- 
sprechende Strahlen der beiden projectivischen Strahlenbüschel 
N und 1 N^ und es müssen daher diese beiden Büschel 
in perspectivischer Lage sein. Die entsprechenden Strahlen 
dieser beiden Büschel schneiden sich also auf einer Linie p. 
Es ist leicht einzusehen, dass diese perspectivische Axe p 
parallel zu A B ist. Es folgt dies daraus, dass den beiden 
Strahlen A S und B S, die in ^ J5 zusammenfallen, zwei Strahlen 
der Büschel N und 1 N entsprechen müssen, welche parallel 
zu AB sind, und durch deren unendlich fernen Punct die 
perspectivische Axe p gehen muss. Diese perspectivische Axe 
möge die Linie 1 in if schneiden. Da nun die beiden Kräfte 
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Pj und Pg sich stets auf p schneiden und ftir unendlich ferne 
Lage von T die beiden Linien N und 1 ^ in Ol fallen, so 
werden bei Zerlegung von R in zwei zu B parallele Com- 
ponenten Q^ und Q^ dieselben die Grösse und Bichtung haben: 

Ist dieses Besultat richtig, so muss, da die Bedingung: 

^i + «2 = i2 

erfüllt ist, das Moment der nach A parallel verschobenen Kraft 
^, = jlf in Bezug auf S als Drehpunct dem absoluten Werthe 
nach gleich dem Momente der nach B verschobenen Kraft 
Q^=M1 sein, es muss also die Gleichung bestehen: 

^^^' OM.ÄS.&m^^Ml.BS.Gmf, 



Nun ist aber: 

nnd 

Darans folgt: 


OM. ÄS— Ml. BS. 

Aäst^nmo 

ABST^NMl. 
AS NM 


und 


ST OM 

BS NM 




ST Ml' 


worauH sich durch Division ergibt: 




AS Ml 



BS OM 

^®^' OM.AS=Ml.BSy 

was zu beweisen war. 

Der Fall, dass an die Stelle von R ein Kräftepaar tritt^ 
bedarf bei seiner Einfachheit keiner Behandlung. 

Aufgabe: Ein gerader Balken, auf den eine Beihe 
von parallelen Kräften wirken, ist in den beiden 
Puncten Ä und B aufgelagert. Es sollen die Lager- 
reactionen gefunden werden. 

Durch Conctruction eines E^räfte- und Seilpolygones können 
sämmtliche Kräfte (in der Figur sind drei Kräfte P^, P^, P, 
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angenommen) zu einer Bestdtante R vereinigt werden. Diese 
Sesnltante ist in zwei parallele durch die Lagerpuncte Ä und B 
gehende Kräfte A und B zu zerlegen. Die Lagerreactionen 
i2i und R^ sind dann dadurch bestimmt, dass dieselben den 
Auflagerdrücken A und S das Gleichgewicht halten müssen: 

Ri = — ' -4 > Rg = — -B • 

Die Grösse und Biöhtung der Besultante R ist durch die 
Schlusslinie 3 des ii> eine Gerade zusammenfallenden Kräfbe- 
polygones bestimmt. / Die beiden äussersten Seiten des Seil- 
polygones seien zum Schnitt gebracht mit durch die Lager 




Fig. 75. 

A und B zu den Kräften gezogenen parallelen Linien. Die 
Schnittpuncte seien Ä und B\ Es kann dann die Kraft R 
zerlegt werden in zwei Componenten, welche in den äussersten 
Seiten Ä A^ und A^ B' des Seilpolygones liegen, bestimmt sind 
der Grösse und der Eichtung nach durch die Diagonalen C 
und.CS und als deren Angriffspuncte die Puncte Ä und B' 
betrachtet werden können. Wird nun die K!raft JB in zwei 
andere in Ä und B^ angreifende Componenten zerlegt, so 
müssen dieselben im Kräftepolygone sich stets auf der zu Ä B' 
durch C parallel gezogenen perspectivischen Axe p schneiden: 
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Daraus folgt, dass der Schnittpimct M von p mit 3 die Auf- 
lagerdrücke A und £ bestimmt. Es wird: 

^ = OJlf, JB = Jlf3, 

somit ergibt sich für die Lagerreactionen: 



ü!i=ifO, 



i?2 = 3 Jf . 



§ 33. 
Die Zerlegung einer Kraft in drei Cemponenten. 

Die Zerlegung einer in der Geraden..iJüegenden Kraft 22 
in drei Compönenten Pj, Pg, Pg, welche in 3en Geraden g^^g^^g^ 
sich befinden, ist stets ausführbar, wenn diese Geraden sicK 
nicht etwa in demselben nicht auf l liegenden Pnncte schnei- 
den, sie ist im Allgemeinen eindeutig, sie wird nur vieldeutig 
in dem speciellen Falle, dass ^d 92)93 ^^ ^^ ^^^ nämliohen 
Puncte von l schneiden. 




Fig. 76» 

Die Besultante B^ der beiden in g^ und g^ liegenden Com- 
pönenten Pj und Pg muss durch 0, und ausserdem, da sich 
Pj und Pg auf l treffen müssen, durch den Schnittpunct D 
von l mit g^ gehen. Die Grösse und Richtung von B^ und Pg 
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ist durch das Eräfledreieck 02 3 bestimmt; es ist 3==i2, 
femer 2 || CD und 2 3 || ^3, somit ist: 

ü!i=02, P8 = 23. 

Durch das Ejäfbedreieck 012, dessen Seiten 1 und 1 2 
parallel zu g^ und g^ sind, ist dann die Zerlegung von R^ in 
P, und Pa erledigt: 

- P,=01, P, = 12. 

Es kann übrigens jede der Kräfte auch direct mit Hülfe 
des Satzes vom statischen Momente der Kräfte gefunden wer- 
den. Ist z. B. Pg' in flTg zu bestimmen, so braucht nur der 
Schnittpunct von g^ und g^ als Drehpunct angenommen 
werden, da fü^ denselben die Momente von P^ und Pg ver- 
schwinden, somit das Moment von 22 gleich dem von P^ ist 

Die erste dieser beiden Methoden rührt von Culmann, 
die zweite von Bitter 



Für mehr als drei Componenten ist die Zerlegung unter 
allen umständen vieldeutig, es ist somit nicht nöthig auf wei- 
tere Fälle einzugehen. 

7. Capitel. 

Graphische Zerlegung des ränmlichen Kräftesystemes. 

§ 34. 

Ueber das Nullsystein und den Zusammenhang desselben mit dem 

Krftftesystem. 

Die Methoden zur graphischen Zerlegung eines räumlichen 
Kräftesystemes können aus den Eigenschaften des Nullsystemes 



Anmerkang: lieber die Bedingungen, welche zwischen Kräften, 
die im Gleichgewichte stehen und an einem starren Systeme angreifen, 
bestehen müssen, sehe man nach das fundamentale Werk: 

Möbias, Statik, 
sowie die Abhandlungen: 

Lindemann, „Ueber projective Behandlung der Mechanik starrer 

Körper," Math. Annalen, Band 7, pag. 56, 
Sturm, „Sülle forze in equilibrio,"* Annali di Matematica, tomo VII, 
pag. 217, 
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entwickelt werden. In dem früheren Abschnitte ist das Nnll- 
system analytisch behandelt worden. Da es nicht wissenschaft- 
lich ist, Constmctionen auf analytisch gefundene ßesultate zu 
stüt^zen, so sollen die Eigenschaften des NuUsystemes zum 
zweiten Male, aber synthetisch, aus den Eigenschaften des 
Kräftesystemes heraus entwickelt werden, soweit als dieses fttr 
die folgenden Betrachtungen von Wichtigkeit ist. Die ganze 
Untersuchung möge als Ausgangspunct die Bedingungen haben, 
unter denen vier Kräfte oder drei Kräfte und ein Kräftepaar 
im Gleichgewichte sich befinden. 

Bedingungen für das Gleichgewicht von vier 
Kräften: Sollen vier Kräfte im Gleichgewichte stehen, so 
muss jedenfalls das aus den Kräftien construirte Elräftepolygon 
ein geschlossenes sein. Diese Bedingung genügt für den Fall, 
dass die Kräfte denselben Angri£^unct besitzen, resp. wenn 
die vier geraden Linien, in welchen die Kräfte liegen, sich in 
einem Puncto schneiden. Liegen dagegen die vier Kräfte in 
vier Geraden gi,ff2jff8i9Ai ^'^ windschief zu einander sind, so 
gilt folgender Satz: 

Vier Kräfte P^, Pg, P3, P^ in den Geraden gt^ g^, g^j g^ 
stehen im Gleichgewichte, wenn das Eräftepolygon ein ge- 
schlossenes ist und die vier Geraden g^j g^, ^3, g^ vier 
Erzengende derselben Schaar eines einfachen Hyperboloi- 
des sind. 

Zunächst ist klar, dass jedenfalls kein Gleichgewicht vor- 
handen sein kann, wenn die vier geraden Linien ^d^s^^siS^« 

in denen die von Möbins gefundenen Sätze weiter ansgefiüirt, vervoll- 
ständigt und in constructiver Richtong ansgebeutet sind. 

Dem Verfasser dieses Buches war die Abhandlung von Sturm bei 
Publication seiner Arbeit: 

„Zur graphischen Zerlegung von Kräften, die an einem starren 
räumlichen System angreifen,^ Givilingenieur, Band XXX, 

in welcher i%lr die verschiedenen Fälle die graphische Zerlegung speciell 
durchgeführt ist, nicht bekannt. Immerhin enthält diese Arbeit eine 
Beihe neuer Constructionen. 

Auf die Beziehungen, welche zwischen dem Nullsysteme und der 
Kinematik der starren Systeme vorhanden sind, wird im zweiten Theüe 
dieses Werkes eingegangen werden. 
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nicht auf einem einfachen Hyperboloide sich befinden, da dann 
för jede Erzeugende der zweiten Schaar des durch: 

bestimmten Hyperboloides die Momente der drei Kräfte Pi , P2? -fs 
verschwinden, während im Allgemeinen das Moment von P^ 
einen endlichen Werth besitzt. Die vier in den beliebigen 
geraden Linien Qi^g^i 9zi 9a liegende Kräfte werden, da das 
Kräftepolygon ein geschlossenes sein soll, sich stets auf ein 
einziges Kräftepaar zurückfuhren lassen. 

Liegen dagegen die vier Kräfte Pj, P^, P3, P^, deren Kräfte- 
polygon ein geschlossenes ist, in den vier Erzeugenden fl^i , <72» fl^s» 9a, 
derselben Schaar eines einfachen Hyperboloides, so wird für 
jede Gerade l der zweiten Schaar das Moment jeder der vier 
Kräfte verschwinden, was für den Fall, dass die vier Kräfte 
zurückfohrbar wären auf ein Kräftepaar, nur möglich ist, wenn 
jede Gerade l der Ebene dieses Kräftepaares parallel ist. Da 
aber die Erzeugenden l derselben Schaar eines einfachen Hyper- 
boloides nicht parallel derselben Ebene sein können, so werden 
die vier Kraft« nothwendig im Gleichgewichte sich befinden 
müssen. 

Sind die Geraden 9^y 9^,9^,9^ so gewählt, daas sie in vier 
Erzeugenden derselben Schaar eines einfachen Hyperboloides 
liegen, so kann die eine der Kräfte z. B. P^ vollkommen be- 
liebig gewählt werden, die anderen sind dann durch die Be- 
dingmig, dass das Kräftepolygon ein geschlossenes ist, voll- 
kommen eindeutig bestimmt und lassen sich in einfachster 
Weise construiren. 

Sind nur drei der vier Geraden 9i,92y9zj94, z- B- 9xj92j9s 
gegeben, so dürfen zwei der Kräfte, z. B. P^ in g^, Pg in g^, 
beliebig angenommen werden, die Gerade g^ wie die beiden 
Kräfte Pg in g^ und P^ in g^ sind dann durch die beiden Be- 
dingungen, dass 9x1 921 9 Hl 94, vi^r Erzeugende derselben Schaar 
eines einfachen Hyperboloides und dass da:B Kräftepolygon 
Pi,P2,P3, P4 ein geschlossenes sein soll, eindeutig bestimmt. 

Sind nämlich P^ und P^ in g^ und g^ und ausserdem die 
Gerade g^ gegeben, so sind vom Kräftepolygon die beiden 
ersten Seiten 1 und 1 2 voUkommen bestimmt und von der 
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dritten Seite Äg || g^ die Richtung, aber nicht die Länge. Da- 
mit das Kräftepolygon ein geschlossenes, muss die vierte zu g^ 
parallele Seite Ä^, deren einer Endpunct der Punct ist, in 
der durch A3 und bestimmten Ebene E sich befinden, g^ ist 
somit diejenige Erzeugende der ersten Schaar, des durch ö^ufl'gjö'a 
bestimmten einfachen Hyperboloides, welche ausser der Ge- 
raden gTg parallel ist dieser Ebene E. Wird durch g^ eine zu 
E parallele Ebene gelegt, so liefert die Verbindungslinie der 
Schnittpuncte derselben mit g^ und g^ eine zur Ebene E pa- 
rallele Gerade l^ der zweiten Schaar. Die gesuchte Erzeugende 
g^ ist dann diejenige Erzeugende des ersten Schaar, welche 
II zu Zg ist, also ?g in dem unendlich fernen Puncte schneidet. 
Sind noch zwei weitere Erzeugende l^ und l^ der zweiten 
Schaar bestimmt, so ist g^ die Schnittlinie der beiden durch 
1^ resp. Zj und den unendlich fernen Punct von l^ gelegten 
Ebenen. 

Liegen die vier Geraden gi,g2iffQi£/A Glicht auf einem ein- 
fachen Hyperboloid, sondern speciell auf einem hyperbolischen 
Paraboloide, so genügt, da die Erzeugenden derselben Schaar 
eines hyperbolischen Paraboloides der nämlichen Ebene parallel 
sind, die Bedingung des geschlossenen Kräftepolygones nicht 
ftir den Fall des Gleichgewichtes. Es kann sein, dass die vier in 
ffi,S/2iSlB^ 94, liegenden Kräfte P^,P^,P^, P^, deren Kräftepolygon 
geschlossen ist, sich durch ein Kräftepaar ersetzen lassen, dessen 
Ebene den Erzeugenden der zweiten Schaar parallel ist. Soll 
Gleichgewicht vorhanden sein, so ist die weitere Bedingung 
hinzuzufügen, dass für eine beliebige Gerade p, die nicht pa- 
rallel ist der Ebene Ej zu welcher die Erzeugenden der zweiten 
Schaar parallel sind, die Summe der Momente der Kräfte ver- 
schwindet. Es ergibt sich somit der Satz: 

Vier Kräfte P^^P^.P^^P^^ die in vier Erzeugenden der- 
selben Schaar eines hjrperbolischen Paraboloides liegen, 
stehen im Oleichgewichte, wenn das Kräftepolygon ge- 
schlossen ist, und wenn für eine Gerade p, die nicht der 
Ebene parallel ist, zu welcher die Erzeugenden der zweiten 
Schaar parallel sind, die Summe der Momente der Kr&fte 
verschwindet. 
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Werden die vier Geraden ^i,g^2>fl'3> 0^4 ^^ gewählt, dass die- 
selben ein hyperbolisches Paraboloid bestimmen, und wird ausser- 
dem die Grösse der einen Kraft, z. B. Pj angenommen, so ist 
die Grösse der drei Kräfte Pg, Pa, P4 durch die genannten Be- 
dingungen eindeutig bestimmt. 

Werden von den vier Geraden gijff2^ff8iff4 ^^®i gewählt, 
^- S- QiiQ^iSz^ ^^ ^^^ ^® *^ einem hyperbolischen Paraboloide 
Legen, so können die Grössen von zwei Kräften, z. B. Pj und 
Pg beliebig angenommen werden; dann ist die Gerade g^ sowie 
jede der beiden Kräfte Pg und P^ eindeutig bestimmt. Die Con- 
struction von g^ sowie von P3 und P^ bereitet keine Schwierig- 
keiten. 

Bedingungen für das Gleichgewicht eines Kräfte- 
paares und dreier Kräfte: Das Kräftepaar sei durch zwei 
in einer Ebene E liegende Kräfte gebildet. Die drei Kräfte 
PjjPg, P3, welche mit dem Kräft;epaare im Gleichgewichte sich 
befinden sollen, mögen in den drei Geraden g^^g^^g^ liegen. 
Für das Gleichgewicht ist jedenfalls noth wendig, dass das Kräfte- 
polygon PjjPg, Pg ein geschlossenes ist. Für jede zur Ebene E 
parallele und g^ wie g^ schneidende Gerade verschwindet das 
Moment von Pj wie das von Pg, sowie die Summe der Mo- 
mente der beiden das Kräftepaar bildenden Kräfte. Folglich 
muss für das Gleichgewicht auch das Moment von Pg für diese 
Linie l verschwinden. Daraus ergibt sich die Bedingung, dass 
jede solche Linie l auch g^ schneiden muss d. h., dass gi^g^ig^ 
und die unendlich ferne Linie der Ebene des Kräftepaares vier 
Erzeugende derselben Schaar eines hyperbolischen Paraboloides 
sein müssen. Diese beiden Bedingungen genügen jedoch nicht 
für das Gleichgewicht. Würden dieselben allein erfüllt sein, so 
kann es sein, dass die drei Kräfle und das Kräftepaar sich zu einem 
in der Ebene E liegenden Kräftepaar vereinigen lassen. Für das 
Gleichgewicht ist noch die weitere Bedingung hinzuzufügen, 
dass für eine der Ebene E nicht parallele Gerade p die Summe 
der Momente sämmtlicher Elräfte verschwinden muss. 

Ein Eräftepaar und drei Kräfte P^^P^^P^ stehen im 
Oleichgewichte, sobald die drei Geraden, in- denen die 
Kräfte liegen, und die unendlich ferne Linie der Ebene des 
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Eräftepaares die Erzeugenden derselben Schaar eines hyper- 
bolischen Paraboloides sind, und wenn ausserdem das Eräfte- 
polygon der drei Eräfte Pi, P^, Pg ein geschlossenes ist, so* 
wie die Summe der Momente sämmtlicher Eräfte für irgend 
eine der Ebene des Eräftepaares nicht parallele Gerade 
verschwindet. 

Wird die Ebene des Kräftepaares, sowie jede der drei Ge- 
raden, in denen die Kräfte liegen sollen, der genannten Be- 
dingung gemäss angenommen, so ist das im Gleichgewichte 
stehende Kräftesystem bestimmt, sobald das Moment und der 
Drehungssinn des Kräftepaares oder eine der drei Kräfte ge- 
geben ist. 

Sind die drei Geraden 9^92)99, vorgeschrieben, natürlich 
der Bedingung gemäss, dass sie ein hyperbolisches Paraboloid 
bestimmen, so können die Eräfte in zweien derselben, z. B. die 
Kräfte P^ und P^, angenommen werden, dann ist das Elräftepaar 
sowie die Kraft Pg in gr^ eindeutig bestimmt. 

Durch diese Sätze sind sämmtüche Fälle erledigt, in wel- 
chen vier in sich kreuzenden Geraden Hegende Kräfte oder 
drei solche Kräfte und ein Kräftepaar sich im Gleichgewichte 
befinden. Da aber, wenn vier Kräfte Pi,P2,Pg, P^ im Gleich- 
gewichte stehen, die beiden Kräfte P^, Pg durch die Kräfte 
— P3 und — P4 ersetzt werden können, so sind gleichzeitig die 
Bedingungen behandelt, unter welchen zwei sich kreuzende 
Kräfte durch zwei andere sich kreuzende Kräfte sich ersetzen 
lassen. 

Es ist möglich die hergeleiteten Sätze in folgender Art zu 
einem einzigen Satze zu vereinigen. 

Zwei in zwei sich kreuzenden Linien g^^g^ liegende 
Eräfte können auf unendlich viele Arten durch zwei an- 
dere sich kreuzende Eräfte P3 und P^ in g^ und (/^ ersetzt 
werden. Die eine der beiden Linien g^ und g^ darf hier- 
bei willkürlich gewählt werden. Dann ist die andere g^ 
wie jede der beiden Eräfte Pg und P^ eindeutig bestimmt. 
Die vier Geraden gugi^g^^gA. li^g^ii &uf einem, einfachen 
Hyperboloid oder einem hyperbolischen Paraboloid. Der 
Fall, dass an die Stelle der einen Eraft ein Eräftepaar 
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tritt, yerliert die Sonderstellung, wenn des Eräftepaar als 
eine unendlich kleine Kraft angesehen wird, welche in der 
unendlich fernen Linie der Ebene des Eräftepaares sich 
befindet. 

Durch diesen Satz ist, wenn zwei sich kreuzende Kräfte 
oder ein Kräftesystem gegeben ist, welches ja im Allgemeinen 
sich auf zwei sich kreuzende Kräfte zurückführen lässt, jeder 
Geraden g^ des Raumes eine ganz bestimmte Gerade g^ zu- 
geordnet. Zwei solche Geraden sollen wie ftaiher als zwei con- 
jugirte Linien des durch das Kräftesystem bestimmten NuU- 
systemes bezeichnet werden. 

Es bereitet keine Schwierigkeiten die übrigen fundamen- 
talen Sätze des Nullsystemes aus diesem einen Satze herzu- 
leiten. 

Sind drei Paare von conjugirten Geraden des Nullsystemes 
gegeben: g^^^,^ ^^^.^ g^^.^ 

80 liegen je zwei Paare derselben auf einem einfachen Hyper- 
boloid oder einem hyperbolischen Paraboloid. Diese drei Paare 
von conjugirten Linien bestimmen drei einfache Hyperboloide 
oder hyperbolische Paraboloide, und zwar haben je zwei der- 
selben zwei Erzeugende derselben Schaar gemein. Wenn aber 
zwei Hyperboloide zwei Erzeugende derselben Schaar gemein- 
schaftHch besitzen, so haben sie auch zwei Erzeugende der an- 
dern Schaar gemein. Daraus ergibt sich der Satz : 

Drei Paare von conjugirten Geraden eines Nullsyste- 
mes werden von den nämlichen beiden Geraden k und ^' 
geschnitten. 

Die drei Paare von conjugirten Linien des Nullsystemes: 

9\9\\ 9^9%% 9z 9^ 

seien so gewählt, deiss g^ und g^ durch denselben Punct A gehen. 
Die Kräfte in- diesen Linien seien: 

Dann können Pj, P^', wie Pg Pg' durch dieselben beiden Kräfte 
Pi nndPi' ersetzt werden. Daraus folgt, dass die vier Kräfte: 

p P ' — P — P ' 
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in- den Geraden g^g^\ 9z 9z ^ii^er sich im Gleichgewichte 
stehen. Nun können Pg und — Pg durch eine in A angreifende 
Kraft Q ersetzt werden, und es muss somit auch diese in A an- 
greifende Kraft Q mit Pj,' und — Pg' im Gleichgewichte sich 
befinden, was nur möglich ist, wenn die Geraden g^' und g^' 
mit dem Puncte A in derselben Ebene liegen. Daraus folgt 
der Satz: 

Dreht sich eine Gerade g um einen Punct A, so be- 
wegt sich die der Linie g conjugirte Linie des NuUsyste- 
mes in einer bestimmten durch A gehenden Ebene A, der 
zum Puncte A als Nullpunct gehörenden Nullebene. 

Umgekehrt ergibt sich: 

Bewegt sich eine Gerade g in einer Ebene A, so dreht 
sich die conjugirte Linie g um einen in A liegenden Punct, 
den Nullpunct der Ebene A. 

Vermittelst dieses Satzes sind die Puncte und Ebenen des 
Baumes eindeutig einander zugeordnet. 

Die Nullebene eines Punctes A einer Geraden g ist 
diejenige Ebene A, welche durch A und die zu g conju- 
girte Linie g' bestimmt ist. 

Umgekehrt wird der Nullpunct einer durch eine Ge- 
rade g gehenden Ebene A der Schnittpunct dieser Ebene 
mit der conjugirten Geraden g' sein müssen. 

Der Verbindungslinie zweier Puncte A und B ist die 
Schnittlinie der diesen Puncten entsprechenden Nullebenen 
conjugirt. 

Umgekehrt entspricht der Schnittlinie zweier Ebenen 
A und B die Verbindungslinie der diesen Ebenen entspre- 
chenden NuUpuncte A und P. 

Zwei Puncte A und B sollen auf zwei conjugirten Linien 
g und g' des NuUsysiemes liegen. Dem Puncte A wird dann 
die Ebene A g als Nullebene und dem Puncte B die Ebene B g 
entsprechen. Der Verbindungslinie h der beiden Puncte A 
und B ist die Schnittlinie der Ebenen A g und Bg conju- 
girt. Jede Verbindungslinie zweier Puncte von conjugirten 
Linien ist somit als eine sich selbst entsprechende Gerade des 
Nullsystemes aufzufassen. Bei Construction des Kräftepoly- 
gones ergibt sich, dass die beiden in eine solche sich selbst 
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conjogirte Linie fallenden Kräfte, auf welche das Kräfbesystem 
zurückfülirbar ist, unendlich gross werden. 

Mit Hülfe dieser Sätze ist es leicht möglich nachzuweisen, 
dass das Nullsystem durch zwei Paare g^ g^ und g'aö'g' ^^^ 
conjugirten Geraden vollständig bestinmit ist, dass also zu jedem 
Pnncte die Nullebene und umgekehrt, und zu jeder Geraden l 
die conjugirte Gerade sich construiren lässt. 

Sind gi gr/, g^g^' zwei Paare von conjugirten Linien so 
ist die Nullebene eines Punctes Ä bestimmt durch die beiden 
durch A gehenden Geraden Ä, Ä', welche gi und g^ resp. g^ 
und g^' schneiden. Umgekehrt ergibt sich der Nullpunct einer 
Ebene A als Schnittpunct der beiden in A liegenden Geraden 
/i, Ä', welche gi und g^ resp. g^ und g^' schneiden. Um die 
conjugirte Linie zu einer Geraden g zu bestimmen, ist es noth- 
wendig die NuUebenen zweier Puncte von g zu construiren. 

An die Stelle des einen Paares, z. B. des Paares g^ g^\ 
kann auch eine sich selbst entsprechende Linie k gesetzt werden, 
um dann die NuUebene eines Punktes A zu bestimmen, ist es 
zunächst nothwendig, den Nullpunct E der Ebene Ak txjl con- 
struiren: derselbe wird aus k durch die Verbindungslinie der 
Schnittpuncte der Ebene A k mit g^ und g^ ' geschnitten. Durch 
diesen Punct E muss die NuUebene des Punctes A gehen; sie 
ist also diejenige Ebene, welche durch E und die Gerade h 
bestimmt ist, die sich von A aus nach g und g ziehen lässt. 

Sind a, &, c, d vier sich selbst entsprechende Linien des Null- 
systemes, so sind die beiden Geraden g^ g^\ welche a, &, c, d 
schneiden, conjugirt. Lifolge davon ist ein Nullsystem auch 
durch fünf sich selbst entsprechende Linien bestinmit. Daraus 
ergibt sich folgender Satz: 

Sind fünf Gerade a, &, c^ d, e gegeben, so bestimmen die- 
selben fünf Paare gerader Linien g^ g^\ 92 9%\ -"7 9^. 9^'f 
von denen jedes vier der Linien a, &, c, cZ, e schneidet. Wer- 
den nun die fünf durch einen beliebigen Pnnot A gehenden 
üraden constmirt, welche je ein Paar der Linien ^^ g^' ..., 
h 9^' treffen, so liegen dieselben auf einer Ebene und zwar 
in der Nullebene des Punctes A in Bezug auf das durch 
die Linien a, 6, c, d, e als sich selbst entsprechende Linien 
bestinmite Nullsystem. 
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§ 35. 
Zerlegung einer Kraft in Componenten, die In vorgeschriebenen Geraden liegen. 

Ein räumliches Kräftesystem lässt sich mit Hülfe der im 
1. Abschnitte entwickelten Methoden stets zurückführen: 

a. auf eine einzige resultirende Kraft, 

b. auf ein einziges Kräftepaar, 

c. auf eine Kraft und ein Kräftepaar resp. auf zwei sich 
kreuzende Kräfte. 

Für jeden dieser drei Fälle ist die Zerlegung in Com- 
ponenten, die in vorgeschriebenen geraden Linien liegen, durch- 
zuführen. Durch die Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
hat jedoch das Kräftepaar die Sonderstellung verloren. Es 
kommt somit nur darauf an, die graphische Zerlegung einer 
einzigen Kraft in Componenten, wie die der Zerlegung von 
zwei sich kreuzenden Kräften durchzuführen. 

Die Zerlegung einer Kraft in drei Componenten ist durch 
die Betrachtungen des vorigen Paragraphen schon erledigt, 
bei mehr als sechs Componenten wird die Zerlegung stets viel- 
deutig. Es ist nur die Zerlegung der gegebenen Kraft in vier, 
fünf und sechs Componenten zu behandeln. 

Zerlegung einer Kraft in vier Componenten: Die 
gegebene Kraft P möge in einer Geraden g liegen, die vier 
Componenten P^^P^^P^^P^ in den Greraden g^^ g^^ g^j g^. Es 
soll nachgewiesen ^ werden, dass für den Fall der Möglich- 
keit der Zerlegung die fünf geraden Linien (/, g^ g^, g^^ g^ 
von den nämlichen beiden Geraden k^ und k^ geschnitten werden. 

Zu vier Geraden lassen sich im Allgemeinen zwei Gerade 
kl und Äg finden, welche jede derselben schneiden. Es können 
daher bei, Zerlegung der in g wirkenden Kraft P drei der 
Geraden (/i, 5^3,(73, gr^, z.B. gx^g^^g^, beliebig angenommen wer- 
den. Dann sind zwei Linien k^ und k^ bestimmt, welche von g^ 
getroflfen werden müssen. Nach Annahme eines Punctes A 
von g^ ist ^^ als Schnitt der beiden Ebenen Ak^ und Ak^ 
bestimmt. 

Der Beweis und gleichzeitig die Construction der vier 
Componenten lässt sich in folgender Art bewerkstelligen. 
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Die beiden Hyperboloide, welche durch die Geraden: 

1) 9i Sfu 9^1 

2) 0, Oz^Qa 

bestimmt sind, haben k^ und k^ als Erzeugende der zweiten 
Schaar gemein und müssen daher auch zwei Erzeugende der 
ersten Schaar gemeinschaftlich besitzen: eine derselben ist die 
Linie g^ die zweite sei l. Wird nun die Kraft P in g' in zwei 
Theüe zerlegt: P' 4- P* = P 

so kann, do, g, gi,g2jl auf demselben Hyperboloide sich befinden, 
P eindeutig zerlegt werden in drei Componenten P^ in g^ 
Pj in g^, L' in l. Ebenso lässt sich P" eindeutig zerlegen in 
drei Componenten Pg in (/a» P4 in gr^, iy" in Z. Wird dann 
das Verhältniss der beiden Kräfte P und P" so gewählt, dass 
U und L" sich gegenseitig vernichten, so ist hiermit die ge- 
suchte Zerlegung von P durchgeführt 

Diese Zerlegung ist im Allgemeinen eine eindeutige, denn, 
wenn zwei verschiedene Lösungen existirten, so müssten die 
Differenzen der Kräfte in guö^iOz-tQ^ unter einander sich im 
Gleichgewichte befinden, was nur in dem speoiellen Falle, dass 
9u92i9zj94> die Erzeugenden derselben Schaar eines einfachen 
Hyperboloides oder -eines hyperbolischen Paraboloides sind, 
möglich ist. 

Es ist femer klar, dass eine Zerlegung von P in Compo- 
nenten, welche der genannten Bedingung nicht genügen, aus- 
geschlossen ist, denn sonst würde in Bezug auf jede Gerade Ä, 
welche vier der fünf Linien g, 91,92^931 9i schneidet, das Moment 
jeder der betreffenden vier Kräfte verschwinden, während das 
Moment der fünften Kraft einen endlichen Werth erhält. 

Wird die Construction diesen Betrachtungen gemäss aus- 
geführt, so sind die beiden Linien k^ und k^ zu bestimmen, 
welche g^ gi^g^j g^ schneiden. Es müsste mit Zirkel und Lineal 
construirt werden, während doch g^ eindeutig durch ^, .(/u/Zg» ö^a 
und A bestimmt ist. Ausserdem können k^ und k^ imaginär 
werden, so dass die reelle Linie g^ die Schnittlinie der imagi- 
nären Ebenen A k^ und A k^ wird. Diese Uebelstände lassen 
sich in folgender Art vermeiden: 
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Die Kraft P in. g lässt sich zerlegen in drei Oomponenten 
P^ in ö^i, Pa' in g^ und S in 5, wo s irgend eine Erzengende 
ist der ersten Schaar des durch g, g^ g^ bestimmten Hyperbo- 
loides. Wird nun die Linie 5 so gewählt, dass der Punct A 
auf dem Hyperboloide g^^g^^s sich befindet, so kann die Kraft 
S wieder zerlegt werden in drei Oomponenten P^" mg^^P^ing^ 
und P4 in der durch A gehenden Erzeugenden g^ der ersten 
Schaar des zweiten Hyperboloides. Die Schnittlinie l der Ebenen 
Ag^ nnd Ag^ ist eine Erzeugende der zweiten Schaar des 
zweiten Hyperboloides und muss daher 8 in einem Puncto -B, 
der gleichzeitig dem ersten Hyperboloid angehört, schneiden. 
Da aber l das erste Hyperboloid schon in g^ triffl, so ist JS 
der zweite Schnittpunct von l mit dem ersten Hyperboloide. 
Die durch l und g^ gelegte Ebene wird aus g und g^ zwei 
Puncte schneiden, welche verbunden eine die Linie l in B 
treffende Erzeugende der zweiten Schaar liefern. Es handelt 
sich jetzt nur noch um die zweimalige Durchführung der ein- 
fachen und rein linearen Aufgabe, bei einem durch drei Er- 
zeugende bestimmten Hyperboloide die Erzeugende derselben 
Schaar zu finden, welche durch einen vorgeschriebenen Punct 
des Hyperboloides geht. Die Auffindung der beiden Geraden 
Äi und ftg ist umgangen. 

Zerlegung einer Kraft in fünf Oomponenten: Die 
gegebene und zu zerlegende Kraft P möge in der geraden 
Linie g liegen. Es können dann vier der Geraden gr, , g^iffsid^i 9h 
z. B. g'i, 5^27^8 > 0^4 j ^^ welchen die Oomponenten Pi,P2,Pg, P^, Pg 
liegen sollen, und ein Punct A von g^ angenommen werden. 
Dann ist eine Ebene A durch A eindeutig bestimmt, in welcher 
g^ sich befinden muss, und in der ^5 beliebig fixirt werden darf. 

Es werde P in vier Oomponenten zerlegt, von denen drei 
Pj ', Pg', Pg' in g^ ,g2iff3 liegen, während die vierte durch A geht. 
Die Gerade l\ in welcher die vierte Oomponente L' sich be- 
findet, sowie die Grössen von P^\P^\P^'^L' sind eindeutig be- 
stimmt. 

Ferner werde ein System von fünf im Gleichgewichte 
stehenden Kräfte P^ ", P^ ", Pg ", P^, L" bestimmt, von denen die 
ersten vier in gi^g 2)9^1 g^ wirken, während L" in einer durch A 
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gehenden und durch gi,g2iffsi94 bestimmten Geraden T Kegt. 
Dann ist hiermit die Kraft P zerlegt in die E^räfte: 

P, = P/ + P/ in «/, Pg = P,' 4- P/ in^«, Ps = -Ps' + Pa' in i78, 
P^ in g^ und in die Resultante Pg von L' und i". Da aber 
über die Grösse von i" verfügt werden darf, so kann es so 
eingerichtet werden, dass Pg in irgend einer durch A gehen- 
den Geraden g^ der Ebene (l' l") = A zu liegen kommt. Die 
Bestimmung der Ebene A sowie die der Grössen der Compo- 

nenten P, Pg ist auf die zweimalige Zerlegung einer Kraft 

in vier Componenten zurückgeführt. 

Nach Fixirung von g^ in A und durch Ä ist die Zer- 
legung von P eine eindeutige, da sonst, wenn zwei Lösungen 
existirten, die Differenzen der in 0^1,0^2» S'aj fl'*) 96 wirkenden Kräfte 
im Gleichgewichte stehen müssten, was im Allgemeinen nicht 
der Fall sein wird. Dass eine Zerlegung von P nicht mög- 
lich ist, wenn g^ nicht in der Ebene A liegt, ist leicht einzu- 
sehen. 

Aus den über das Nullsystem hergeleiteten Sätzen ergibt 
sich sofort, dass A die Nullebene des Punctes A ist in Bezug 
auf das durch gigug^igsjgA ^^ sich selbst entsprechende Linie 
bestimmte NuUsystem. Durchläuft der Punct A die Gerade g^, 
so wird die Ebene A, da dieselbe stets g^ enthalten muss, sich 
um g^ drehen, g^ ist somit ebenfalls eine sich selbst ent- 
sprechende Linie des NuUsystemes. Daraus folgt der Satz: 

Bei einem Systeme von sechs im Gleichgewichte stehen- 
den Kräften sind die sechs Geraden^ in denen diese Kräfte 
liegen, sechs sich selbst entsprechende Linien eines Null- 
systemes. 

Zerlegung einer Kraft in sechs Componenten. Die 
geraden Linien, in denen die sechs Componenten sich befinden 
sollen, können willkürlich gewählt werden. Die Zerlegung ist 
stets und im Allgemeinen eindeutig ausführbar; sie lässt sich 
leicht auf dreimalige Zerlegung einer Kraft in fünf Compo- 
neuten zurückführen. 
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§36. 

Zerlegung von zwei sich icreuzenden Kräften in Componenten, die in vor- 
geschriebenen Geraden tiegen^ 

Die Zurückfulirung von zwei sich kreuzenden Kräften auf 
zwei andere sich kreuzende Kräfte ist schon in dem über das 
Nullsystem handelnden Paragraphen bewerkstelligt. Die Zer- 
legung von zwei sich kreuzenden Kräften in mehr als sechs 
Componenten ist unter allen Umständen eine vieldeutige. Dem- 
nach ist es nur erforderlich, die Zerlegung von zwei sich kreuzen- 
den Kräften in drei, vier, fünf und sechs Componenten durch- 
zuführen. 

Zerlegung von zwei sich kreuzenden Kräften in drei 
Componenten. Von den drei geraden Linien, in denen die 
Componenten P^jP^jP^ der beiden gegebenen Kräfte P und Q 
liegen, können zwei z. B. g^ und g^ willkürlich fixirt werden ; 
die dritte g^ ist dann die Erzeugende eines bestimmten Hyper- 
boloides. 

P und Q lassen sich ersetzen durch eine Kraft P/ in g^ 
und eine zweite S in einer durch g, bestimmten Linie s. S 
kann dann zerlegt werden in zwei Kräfte in g^ und g^ und 
eine dritte, welche in einer Erzeugenden des Hyperboloides 
/7i g^ 8 angenommen werden darf. Die gestellte Aufgabe ist 
auf schon gelöste zurückgeführt. 

Zerlegung von zwei sich kreuzenden Kräften in vier 
Componenten: Die beiden gegebenen Kräfte Pund Q sollen 
liegen in g und L Von den Geraden gi^g^tO^id^i ^ welchen 
die gesuchten Componenten sich befinden, können drei z. B. 
91. 921 9b beliebig angenommen werden und von der vierten ein 
Punct A. Dann ist g^ wie die Grösse der vier Componenten 
eindeutig bestimmt. 

Die Kraft P lässt sich ersetzen durch drei Kräfte P/, Pg', Pg' 
üi gi}g2i9s ^^^^ ®i^® Kraft durch Ä. Ebenso kann Q zerlegt 
werden in drei Eo-äfte P^'^P^'^Pq" in gi^g^^g^ und eine Kraft 
durch A. Die beiden in A angreifenden Kräfte liefern zu- 
sammengesetzt die vierte in g^ Kegende Componente. Die 
Aufgabe ist auf zweimalige Zerlegung einer Kraft in vier Com- 
ponenten zurückgeführt. Die Geraden 9,1, g^ g^, gsi 9i niüssen 
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natürlich sechs sich selbdt entsprechende Linien eines Null- 
systemes sein. 

Zerlegung von zwei sich kreuzenden Kräften in fünf 

Componenten. Von den Geraden g^gg, g^, g^, g^ , in denen die 

^^iif Componenten der beiden Kräfte P in ^ und Q in l liegen, 

köiinen vier z. B. gx^gg^g^y g^ beliebig angenommen werden und 

ausserdem von der fünften ein Punct A. Dann ist eine Ebene 

^ durch A bestimmt, in welcher g^ sich befinden muss, und es 

^^n jede Gerade durch A von E ^ g^ angenonmien werden. 

^ese Ebene E geht durch die Schnittlinie 8 der beiden Null- 

> ^^en des Punctes A in Bezug auf die durch jr, g^^g^^g^^ g^, resp. 

^"^^^s^^s)^« ^ ^^^^ selbst entsprechende Linien bestimmten 

w/foXfeysteme. 

]Die beiden Kräfte P und Q lassen sich ersetzen durch fünf 
KrÄfbe P/, P/, P3', P4', S in (7,, g^, g^^g^, 8. Nun werde diesen 
föa^f' Kräften eiu System von fünf Kräfben zugefügt, das im 
Gleioligewichte steht. Von denselben sollen vier in gi^g^^g^^g^ 
hegen, während die fünft» durch A geht und in einer durch 
Sv^^iffsig^ bestimmten Geraden 8^ liegen wird. Eine dieser 
^Äf te z, B. Si in 8^ darf willkürlich gewählt werden. "Werden 
diese fünf Kräfte mit den früheren fünf Kräften vereinigt, 
80 ergeben sich vier Componenten von P und Q in 5^1,5^2)0^8» 5^4» 
während die fünfte je nach der Wahl von S, in irgend einer 
durch A gehenden Geraden der Ebene 5^1 zu liegen kommt. 
Zerlegung von zwei sich kreuzenden Kräften in 
Söohs Componenten. Die Geraden, in denen die sechs Com- 
ponenten sich befinden, dürfen beliebig gewählt werden. Die 
■t^öaruig ist im Allgemeinen eindeutig und wird bewerkstelligt 
durch Zerlegung jeder der beiden Kräfte P und Q für sich. 

8. Capitel. 
Das ebene Facliwerk. 

§ 37. 
Einleitung. 

tTuter einem Pachwerke möge ein System von Stäben 
®^^tiÄi3tden werden, die in ihren Endpunoten durch Gelenke in 
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irgend welcher Weise verbunden sind. Die Poncte, in welchen 
sich die Gelenke befinden, seien die Knotenpuncte des Fach- 
werkes genannt. Ein Knotenpunct, in dem zwei Stäbe zusammen- 
kommen, soll als ein einfacher Knotenpunct und ein sol- 
cher, in welchem p Stäbe durch ein Gelenk verbunden sind, 
als ein^ — 1 facher Knotenpunct bezeichnet werden. Liegen 
die Knotenpuncte alle in einer Ebene, so sei das Fachwerk ein 
ebenes Fachwerk, im anderen Falle ein räumliches Fach- 
werk genannt*). 

Es kann sein, dass in einem Faohwerke relative Bewe- 
gungen der Knotenpuncte auch bei Absehüng von elastischen 
Deformationen möglich sind. Ein solches Fachwerk soll als ein 
kinematisch unbestimmtes bezeichnet werden. Umgekehrt 
sei ein Fachwerk, in welchem bei Absehung von elastischen 
Deformationen keine relativen Bewegungen der Knotenpuncte 
eintreten können, ein kinematisch bestimmtes Fachwerk 
genannt**). 

In der Technik kommen vorzugsweise kinematisch be- 
stimmte Fachwerke zur Verwendung. Eine Hauptaufgabe der 
Theorie der Fachwerke besteht somit darin: Kriterien für die 



* In der kürzlich von Boss ut heransgegebenen französischen üeber- 
Setzung des Werkes von L. Cremona „Le figure reciproche nellaStatica 
grafica" findet sich als Anliang eine hochinteressante Abhandlung von 
Saviotti über Fachwerke. Der Satz des vorliegenden ersten Theiles 
der technischen Mechanik war schon zu weit vorgeschritten bei dem Er- 
scheinen dieses Werkes, als dass die Abhandlung von Saviotti noch 
hätte Berücksichtigung finden können. 

** Auf Seite 510 des XX. Bandes der „Zeitschrift des Archi- 
tekten- und Ingenieur-Vereins zu Hannover" sagt Mohr: 

„Mit Fachwerk soll im Folgenden jede Trägerconstruction bezeich- 
net werden, welche aus stabförmigen Theilen so zusammengesetzt und 
welche so unterstützt ist, dass eine Veränderung der Form und der Lage 
des Trägers nur in Folge von Längenänderungen der Constructionstheile 
entstehen kann." 

Diese Definition von Mohr stimmt nur mit derjenigen der kine- 
matisch bestimmten Fachwerke überein. Im vorliegenden Ab- 
schnitte ist allgemein jedes System von durch Gelenke verbundenen 
Stuben als Fachwork bezeichnet. Diese Ausdrucksweise ist nur aus 
Gründen der Bequemlichkeit gewählt: es soll auf sie kein Werth gelegt 
werden. 



Die Zerlegung der Kräfte und das einfache Fachwerk. 207 



kiiiematisch bestimmten Fachwerke aufzustellen und Oe- 
setze zu finden^ mit Hülfe deren kinematisch bestimmte 
Fachwerke sich bilden lassen. 

Die Fachwerke kommen in der Technik vorzugsweise als 
Träger in Betracht. Es wird so eingerichtet, dass die auf das 
Fachwerk wirkenden Kräfte nur in den Knotenpuncten an- 
greifen. Da keine Bewegung des Fachwerkes eintreten soll, 
so müssen jedenfalls die auf die Knotenpuncte wirkenden Kräfbe 
unter sich im Gleichgewichte stehen. Erreicht wird dieses 
Gleichgewicht dadurch, dass der Fachwerkträger in einzelnen 
Poncten gelagert, wird. Die Lagerpuncte bedingen dann Lager- 
reactionen Ri, welche mit den auf die übrigen Knotenpuncte 
wirkenden Kräften Pi sich im Gleichgewichte befinden müssen. 
Sind die Kräfte Pi zu einer Kraft P, resp. zu zwei Kräften P 
und Q vereinigt, so sind die Lagerreactionen Ri durch die 
Kraft P, resp. die beiden Kräfte P und Q imd durch die Art 
der Auflagerung bestimmt. Die Bestimmung der Lagerreac- 
tionen läuft auf die behandelte Aufgabe heraus die Kraft P 
resp. die beiden Kräfte P und Q in Componenten zu zerlegen, 
welche in vorgeschriebenen geraden Linien sich befinden. Es kann 
die Kenntniss der Lagerreactionen vorausgesetzt, also angenom- 
men werden, dass in den Kiiotenpuncten irgend ein gegebenes 
System von im Gleichgewichte stehenden Kräften angreift. 

Bei einem richtig construirten Fachwerke wird verlangt, 
dass die Eesultante Pi der auf einen Knotenpunct Äi wirken- 
den Kräfte sich in Componenten zerlegen lässt, welche in den 
in Ai zusammentreffenden Stäben sich befinden, und dass die 
in demselben Stabe sich bei dieser Zer- 
legung ergebenden Kräfte dieselbe Grösse 
aber entgegengesetzte Richtung besitzen. 

Sind Ä^ und Ä2 zwei durch einen Stab 
verbundene Knotenpuncte, auf welche zwei 
KräSte P^ und P2 wirken, und ergibt sich 
bei der Zerlegung von P^ in die in A^ zu- 
sammentreffenden Stäbe in dem Stabe Ai A^ 
eine Kraft S\ dagegen bei der Zerlegung von 
P2 in die in A^ zusammenkommenden Stäbe 
in A^ A^ eine Kraft aS", so müssen die Kräfte 
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S und S" unter sich im Gleichgewichte stehen. Der Stab Ä^ Ä^ 
ist auf Druck oder auf Zug in Anspruch genommen, je nach- 
dem die Kräfte S^ S" einander zu oder von einander weg ge- 
richtet sind. In dem einen FaUe wird von einer Druckspan- 
nung, in dem anderen von einer Zugspannung gesprochen. 

Ist bei einem gegebenen Fachwerke die verlangte Zer- 
legung der Ejräfte Pi möglich und zwar nur auf eine Art mög- 
lich, wie auch das System der im Gleichgewichte stehenden 
Kräfte Pi angenommen wird, so möge das Fachwerk als ein 

statisch bestimmtes Fachwerk bezeichnet werden. 

Hieraus resultirt eine weitere Hauptaufgabe der Fachwerks- 
theorie: Es sind die Kriterien fttr die statisch bestimmten 
Fachwerke anzugeben, auf Grund derselben Gesetze für 
die Bildung statisch bestimmter Fachwerke herzuleiten 
und die Spannungen in den einzelnen Stäben zu bestimmen. 

Führt die angestrebte Zerlegung der Kräfte Pi auf mehrere 
Lösungen fOr die Spannungen in den einzelnen Stäben, so sei 
das Eachwerk ein statisch unbestimmtes Fachwerk ge- 
nannt. 

In dem iten Stabe möge sich bei Ausführung der Zer- 
legung einerseits eine Spannung ä, andererseits eine solche 
Si ergeben. "Werden dann für sämmtliche Stäbe die Diflfe- 
renzen: ^„ ^ ^, 

Oi = Ol — Oi 

gebildet und die Stäbe durch diese Spannungen Äj" in An- 
spruch genommen gedacht, so stellen die Spannungen Si" eine 
Lösung dar für den Fall, dass die Kräfte Pi sämmthch gleich 
Null gesetzt werden. Daraus folgt der Satz: 

Ein statisch unbestimmtes Fachwerk ist im Stande 
auch im unbelasteten Zustande Spannungen auszuhalten. 

Es sei ein Fachwerk gegeben, welches im unbelasteten Zu- 
stande von Null verschiedene Spannungen ä" auftiehmen kann. 
Auf die Knotenpuncte möge ein System von Ejräften Pi wir- 
ken, und dasselbe möge für die Spannungen die Werthe Si er- 
geben haben. Dann stellt das System der Spannungen: 

Si = Si -\- "^ Si" 
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fär jeden Werth von X ein zu demselben Kxäftesysteme ge- 
hörendes System von möglichen Spannungen dar. Daraus fol- 
gen die Sätze. 

Ist ein Fachwerk im Stande im unbelasteten Zustande 
von Null verschiedene Spannungen aufzunehmen, so ist 
das Fachwerk ein statisch unbestimmtes. 

Ein statisch bestimmtes Fachwerk ist nicht im Stande 
im unbelasteten Zustande von Null verschiedene Span- 
iiungen aufzunehmen. 

Ausser den beiden für Fach werke gestellten Aufgaben kom- 
men für technische Zwecke noch weitere in Betracht. Da die 
Stabe des Fachwerkes doch nicht absolut starr sind, so werden 
infolge der Spannungen in den Stäben elastische Deformationen 
des Fachwerkes sich ergeben, wie auch Deformationen infolge 
von etwaigen Temperaturveränderungen. Diese Deformationen 
bedingen Aenderungen der Spannungen (Nebenspannungen) in 
den einzelnen Stäben. In dem vorliegenden Abschnitte über 
Pachwerke kann es sich nur um die beiden zuerst genannten 
Aufgaben handeln. Die Bestimmung der Deformationen des 
Fachwerkes, wie diejenige der Nebenspannungen ist nicht Sache 
der „Statik der starren Systeme", sondern in erster Linie die- 
jenige der Theorie der Elasticität und Festigkeit. 

Im Folgenden soll zunächst das ebene Fachwerk seine 
Behandlung finden. 

§ m. 

Bedingungen fOr das kinematisch bestimmte, ebene FacliwerJc. 

Es sei ein ebenes Fachwerk von n Knotenpuncten und m 
Stäben gegeben. Die Coordinaten von zwei Knotenpuncten, 
welche durch einen Stab verbunden sind, seien : 

iCi, 2/i und Xkjt/k- 

Dann wird zwischen den Coordinaten Xi, y\ und rrk, y^ die 
ßölation bestehen: 

1- {Xi — rck)^ + (2/i — 2/k)^ = Zi k* , 

wenn iik die Länge des betreffenden Stabes bedeutet. Der- 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 14 
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artige Gleichungen sind ebenso viele vorhanden wie Stöbe, 
also m. 

Die virtuellen Verrückungen der Knotenpuncte seien; 

8^,S?/i, resp. SoJk, Sj/k. 
Dann folgen aus 1 : 

2. {Xi — x^ (8a;i — 8a;k) + («/i — 2/k)(82/i — 8yk) = 

m lineare und homogene Gleichungen für die 2n virtuellen 
Verrückungen der Knotenpuncte. 

Ein Knotenpunct x^ y^ sei zum NuUpunct des Coordinaten- 
systemes angenommen und die .r-Axe durch einen zweiten 
Eiiotenpunct x^ y^ gelegt, so dasd : 

^1 = 0, 2/, = o, 2/2 = 0, 

8a;i=0, 8«/i=0, hy^ = 0. 

In den Gleichungen 1 kommen dann nur noch 2 n — 3 
Coordinaten der Knotenpuncte und in den Gleichungen 2 nur 
2 n — 3 virtuelle Verrückungen derselben vor. In Bezug auf 
die letzteren sind die Gleichungen 2 linear und homogen. 

SoU das Fachwerk ein kinematisch bestimmtes sein, so 
darf den Gleichungen 2 nur genügt werden, wenn sämmtliche 
virtuellen Verrückungen gleich Null sind. Daraus folgt, dass 
die Zahl der Gleichungen 2 im Allgemeinen nicht kleiner sein 
darf als die Zahl der virtuellen Verrückungen. 

Bei einem kinematisch bestimmten, ebenen Fachwerke 
ist die Zahl der Stäbe im Allgemeinen grösser oder gleich : 

2n — 3. 

Es kann sein, dass ein Fachwerk kinematisch bestimmt 
ist, trotzdem es weniger als 2n — 3 Stäbe besitzt, doch möge 
auf solche extreme und wenig wichtige Fälle keine Bücksicht 
genommen werden. 

Besitzt ein ebenes Fachwerk von n Knotenpuncten die 
minimale Zahl: 

3. w = 2n — 3 

der Stäbe, welche es um kinematisch bestimmt zu sein im Allge- 
meinen haben muss, so soll das Fach werk ein einfaches 
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Fachwerk genannt werden, dagegen ein zusammengesetz- 
tes, wenn: ^ ^ ^ 

7w>2n — 3. 

Da die zusammengesetzten Fachwerke sich aus den ein- 
fachen durch Hinzufügen von weiteren Stäben herleiten lassen, 
so wird es sich wesentlich um die Untersuchung der einfachen 
Fachwef ke handeln. 

Die Bedingung, dass den Gleichungen 2 nur genügt wird, 
wenn sammtliche virtuellen Verrückungen gleich Null sind, 
welche erforderlich ist um das einfache Fachwerk zu einem 
kinematisch bestimmten zu machen, ist jedenfalls erfüllt, wenn 
die Eliminationsdeterminante D der Qleicliitngen 2 einen 
von Null verschiedenen Werth besitzt. Hierin liegt ein 
Kriterium für die kinematisch bestimmten, einfachen und 
ebenen Fachwerke. 

Ist der Bedingung • t^ > rv 

genügt, so können, die Gleichungen 1 in Bezug auf die Co- 
ordinaten .Ti, ?/i der Knotenpuncte aufgelöst werden. Bei einem 
kinematisch bestimmten, einfachen und ebenen Fachwerke 
lassen sich die Coordinaten der Knotenpuncte als Functionen 
der Stablängen ausdrücken. 

Ist das Fachwerk kinematisch unbestimmt, so müssen von 
Null verschiedene virtuelle Verrückungen der Knotenpuncte 
existiren, welche den Gleichungen 2 genügen. Dies ist nur 
naöglich, wenn : ^ ^ 

Von besonderem Interesse ist ein specieller Fall eines kine- 
matisch bestimmten, einfachen und ebenen Fachwerkes, in wel- 
chem die Determinante D den Werth Null besitzt. 

Bei einem kinematisch bestimmten, einfachen und ebenen 
Fachwerke möge die Länge l^^ ©ines zwei Knotenpuncte rTj y^^ 
und x^ 2/2 verbindenden Stabes verändert werden. Die Längen- 
änderung des Stabes 1^2 ^^^ dann nicht vollkommen beliebig. 
Die constant gehaltenen übrigen Stäbe des Fachwerkes werden 
vielmehr für l^^ ein gewisses Maximum und Minimum be- 
dingen. 

14* 
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Besitzt niin bei einem kinematisch bestimmten, ein- 
fachen und ebenen Fachwerke die Länge l^^ eines Stabes 
das durch die übrigen Stäbe bedingte Maximum resp. Mi- 
nimum, so verschwindet die Determinante D. 

Es möge ein derartiges Fachwerk gegeben sein. Wird 
dann in demselben der Stab Z^g weggelassen, so geht das Fach- 
werk in ein kinematisch unbestimmtes aber. Die Bedingung: 

(^1 — ^2)^ + (j/i — 2/2)^ = 00^8*- 

fällt weg, während die übrigen Gleichungen bestehen bleiben. 
Da nun das sich so ergebende kinematisch unbestimmte Faxjh- 
werk sich in einer solchen Lage befindet, dass der Ausdruck: 

(Xy — x^y + (z/i — Vi)"" 

ein Maximum oder ein Minimum ist, so wird ftlr dasselbe: 

(rc, — rrj i^x^ — Sx^) + (y^ — y^) (Sy^ — Sy^) = 
sein müssen. 

Die 2n — 3 Gleichungen : 

(xi — a;k)(8rci — So^k) + {yi — j/k) (Sj/i — Sj/k) = 0, 

welche für das angenommene kinematisch bestimmte, einfache 
und ebene Fachwerk gelten, bleiben ftlr das aus demselben 
hergeleitete kinematisch unbestimmte Fachwerk bestehen. Lq- 
folge davon muss filr das angenommene kinematisch bestimmte 
Fachwerk j^ ^_ q 

sein, da sonst das bei Weglassung des Stabes l^ ^ sich ergebende 
Fachwerk abermals ein kinematisch bestimmtes sein müsste.* 

Aus der für einfache, ebene Fach werke geltenden Gleichung: 

m = 27i — 3 

lassen sich einige fiir die folgenden Betrachtungen fundamen- 
tale Sätze herleiten: 

* In dor Abhandlung von Mohr: „Beiträge ;sur Theorie des Fach- 
werker^ Civilingenieor, Band XXXI, ist die Auünerksamkeit auf diesen 
Specialfall gelenkt. Es finden sich in derselben eine ganze Reihe dies- 
bezüglicher Sätze. 
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Da ein Stab stets zwei Ejiotenpuzicte verbindet, so wird: 

2m 

die Durchschnittszahl der Stäbe sein, welche in einem Knoten- 
puncte zusammenkommen. 

Für das einfache, ebene Fach werk ist: n. . V > -^-^^ ^ .-'b 

\ 

Ist die Zahl der Knotenpuncte des einfachen Fachwerks kleiner 
als 6, so wird: y^-^'S 

und, wenn die Zahl der Knotenpuncte des einfachen, ebenen 
Fachwerkes grösser als 6 ist: 

Daraus folgen die Sätze: 

Ein einfaches, ebenes Fachwerk von weniger als sechs 
Enotenpuncten besitzt jedenfalls wenigstens einen einfachen 
Enotenpunct. 

Ein einfaches, ebenes Fachwerk von mehr als fünf 
Enotenpuncten besitzt jedenfalls wenigstens einen ein- 
fachen oder zweifachen Enotenpnnct. 

§ 39. 

Methoden zur Bildung von kinematiech bestimmten, einfachen, ebenen 

Fachwericen. 

Es seien zwei kinematisch bestimmte, einfache und ebene 
Fachwerke von rii und n^ Knotenpuncten gegeben. Das Fach- 
werk von n^ Knotenpuncten wird: 

rrii ^=271^ — 3 

und das von Wg Knotenpuncten : 

7)12 = 2 ^^2 — 3 
Stäbe besitzen. 

Durch Hinzufügen von weiteren Stäben lassen sich diese 
beiden Fachwerke zu einem einzigen kinematisch bestimmten, 
einfachen und ebenen Fachwerke von 7^l + Wg Knotenpuncten 



/v^ 
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vereinigen. Da ein einfiiches, ebenes Fachwerk von n^ + Wg 
Knotenpuncten „, = 2 («.+«,)- 3, 

also , , ^ 

Stäbe besitzt, so sind drei Stäbe hierbei erforderlich. Jeder 
dieser Stäbe muss einen Knotenpunct des Fachwerkes von n^ 
Knoten mit einem Knotenpunct des Fachwerkes von n^ Knoten- 
puncten verbinden. Damit das Fachwerk von 7i^ -j" ''a Knoten- 
puncten ein kinematisch bestimmtes ist, dürfen die drei hinzu- 
gefügten Stäbe nicht von dem nämlichen Knotenpuncte des 
einen Fachwerkes ausgehen. 

Es kann sein, dass die drei hinzugefügten Stäbe sich in 
einem Puncte 0, der natürlich kein Knotenpunct ist, schnei- 
den. Die Längen der drei hinzugefügten Stäbe seien liil^il^- 
Das Fachwerk ist ein kinematisch bestimmtes, es hat jedoch 
die specielle Lage, bei welcher die eine der Stablängen li^l^^l^ 
z. B. l^ als Function der übrigen betrachtet ein Maximum oder 
ein Minimum ist. 

umgekehrt kann es sein, dass ein kinematisch bestimmtes, 
einfaches und ebenes Fachwerk bei Wegnahme von drei Stä- 
ben in zwei kinematisch bestimmte Fachwerke zer&llt; im 
Allgemeinen jedoch wird eine derartige Zerlegung eines Fach- 
werkes nicht mögUch sein. 

Mit Hülfe des Satzes, nach welchem ein einfaches, ebenes 
Fachwerk stets wenigstens einen einfachen oder zweifachen 
Knotenpunct besitzt, sollen im Folgenden die kinematisch be- 
stimmten, einfachen und ebenen Fachwerke von n Knoten- 
puncten auf solche von 71 — 1 Knotenpuncten zurückgeführt 
werden. 

Ist ein kinematisch bestimmtes, einfaches und ebenes Fach- 
werk von n Knotenpuncten gegeben, so lässt sich aus dem- 
selben ein solches von n -\- 1 Knotenpuncten herleiten, indem 
irgend ein Punct als 7i + Iter Knotenpunct und zwar als 
einfacher fixirt wird und von demselben Stäbe nach zwei be- 
liebigen Knotenpuncten A und B des gegebenen Fachwerkes 
von n Knotenpuncten geführt werden. Da nämlich das Fach- 
werk von II Knotenpuncten kinematitch bestimmt sein soll, so 
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können die Puncte A und B ihre gegenseitige Lage nicht än- 
dern, und der hinzutretende Knotenpunct ist durch die 

^Sen l, = OÄ, 

k = OB 

der beiden hinzukommenden Stäbe A und B vollkommen 
bestimmt. Hierbei ist die Lage des Knotenpunctes beliebig. 
Wird derselbe speciell auf der geraden Linie A B angenommen, 
so ist die Stablänge l^ ein Maximum resp. ein Minimum bei 
gegebenem l^. 

Besitzt umgekehrt ein kinematisch bestimmtes, einfaches 
und ebenes Fachwerk von n Knotenpuncten einen einfachen 
Knotenpunct 0, so wird bei Wegnahme der beiden Stäbe A 
und B, die nach ihm führen, im Allgemeinen ein kinematisch 
bestimmtes und einfaches Fachwerk von 7i — 1 Knotenpuncten 
entstehen. Ausgeschlossen ist einzig der specielle Fall, bei 
welchem die Puncte ^, 0, -B in einer geraden Linie sich be- 
finden, und bei welchem die Strecke A B gleich dem durch die 
Stablängen des Fachwerkes von 7i — 1 Knotenpuncten be- 
stimmten Maximum, resp. Minimum ist. 

Das einzige kinematisch bestimmte, einfache Fachwerk von 
drei Knotenpuncten A, B, C ist das durch die Puncte A, B, C 
gebildete Dreieck. 

Wird ein Punct D als vierter Blnotenpunct, und zwar als 
ein einfacher, beliebig angenommen und mit zweien der Puncte 
Ä, B, C z. B. mit B und 
C durch Stäbe verbunden, 
so entsteht ein -kinema- 
tisch be8timmtes,einfaches 
Fachwerk von vier Kno- 
tenpuncten; dasselbe be- 
sitzt zwei einfache Kno- 
tenpunte A und D, sowie 
zwei zweifache Knoten- 
puncte B und G. 

Wird jetzt ein Punct 
-S als fünfter Knotenpunct Fig. 78» 
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Fig, 81* 



angenommen und durch 
zwei Stäbe mit zweien der 
vier Puncte Aj B, C, D 
verbunden, so entstellt 
ein kinematisch bestimm- 
tes Fachwerk von fünf 
Knotenpuncten. Da die 
zwei der Knotenpuncte 
A, Bf Cy D, welche mit 
E zu verbinden sind, be- 
liebig gewählt werden 
dürfen, so ergeben sich 
drei verschiedene Formen 
von kinematisch bestimm- 
ten, einfachen und ebenen 
Fachwerken mit fünf 
Knotenpuncten. Bei der 
ersten sind vier zwei- 
fache und ein einfacher 
Knotenpunct vorhanden, 
bei der zweiten zwei ein- 
fache, zwei zweifache und 
ein dreifacher, bei der 
dritten drei einfache und 
zwei dreifache. 

Da die ebenen, ein- 
fachen Fachwerke von 
weniger als sechs Knoten- 
puncten stets wenigstens 
einen einfachen Knoten- 
punct besitzen und sich 
infolge davon in der an- 
>£> gegebenen Weise stets 
auf einfache Fachwerke 
von einer um eine Ein- 
heit geringeren Zahl der 
Ejiotenpuncte zurückfüh- 
ren lassen, so sind hiermit 
die sämmtlichen kinema- 
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tiscli bestimmten, einfachen und ebenen Fachwerke von weniger 
als sechs Ejiotenpuncten gefunden. 

Bei Fortsetzung dieses Processes ergeben sich kinematisch 
bestimmte, einfache und ebene Fachwerke von beliebiger Knoten- 
zabl; doch sind diese Fach werke keineswegs die allgemeinsten, 
da ja ein einfaches Fachwerk von sechs oder mehr als sechs 
Knotenpuncten gar keinen einfachen Knotenpunct zu haben 
braucht. 

Es sei ein kinematisch bestimmtes, einfaches und ebenes 
Fachwerk von n Knotenpuncten gegeben, welches keinen ein- 
fachen Knotenpunct hat und sich nicht in der speciellen 
Lage befindet, bei der die eine Stablänge den durch die übri- 
gen bedingten maximalen oder minimalen Werth besitzt. Dann 
wird jedenfalls wenigstens ein zweifacher Knotenpunct vor- 
handen sein. Die Coordinaten desselben seien '£, yj. Von diesem 
Knotenpuncte sollen Stäbe nach den drei Knotenpuncten 
A, B, G des Fachwerkes gehen. Dann ist klar, dass bei Weg- 
nahme des Knotenpunctes und der drei Stäbe OA, OB, OC 
relative Verschiebungen der drei Puncto Ä, B, C im Allgemeinen 
möglich sind, denn sonst würde das bei Wegnahme dieses 
Knotenpunctes entstehende Fachwerk abermals ein kine- 
matisch bestimmtes sein, trotzdem dasselbe bei n — 1 Knoten- 
puncten: 27i-6 

^^' 271 — b 

Stabe besitzt. 

Es ist natürlich nicht gesagt, dass nach Wegnahme des 
Knotenpunctes Verrückungen möglich sind, durch welche 
jede der drei Längen 

' AB, BC, CA 

eine Aenderung erleidet, jedenfalls wird aber eine dieser Län- 
gen eine Aenderung erfahren können. 

Nach Wegnahme des Knotenpunctes soll bei der Strecke 
A B eine Aenderung möglich sein. Der Punct A sei zum Null- 
puncte des Coordinatensystemes und die Linie A B zur x-Axe 
gemacht- Die Coordinaten der drei Puncto A, B, C seien: 
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Dann ist: 


a;, — 0, ^1—0, y» — 0, 








^ 

H 
^ 



xAxe 




2 

"8 > 



Fig. 82- 

Die drei in zusammenkommenden Stäbe 0-4, OB^ OC 
liefern drei Bedingungen: 

f i' + yi' = h*, 

1. { ii - x,r + fi' = l, 

ausserdem werden, da das Fachwerk 2 n — 3 Stäbe besitzt, 
noch 2 w — 6 Relationen: 

la. {Xi — x^y + (j/i — VkY = /i k* 

vorhanden sein, in welchen jedenfalls die Coordinaten 4, f\ des 
Punctes nicht enthalten sind. 

Aus den Gleichungen 1 ergibt sich: 

(4_^j(54^8a;3) + (Y]-7/3)(ST]-82/3) = 
und somit bei Elimination von §4 und St]: 

2. (S - a-j,) (4 t/s - TJ .Tg) 8 a;, 4- a-j Tj (S - Xg) 8 x, 

+ a;i,Tj(ifj- 2/8)8^3=0; 

aus den Gleichungen la folgen 2 n — 6 Belationen: 
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2a. {oci — Xk) (8 a;i— Srck) + {y\— y\) (8 j/i— S?/k) = 0, 

iD welchen S i und S ifj nicht vorkommen, sondern nur die 
2 n — 5 virtuellen Verrückungen der übrigen Knotenpuncte. 

Aus den 2n — 6 Gleichungen 2 a seien sämmtliche vir- 
toeJJen Verrtickungen mit alleiniger Ausnahme von ^x^^^x^^ 8i/^ 
eJixninirt. Die Elimination fährt auf zwei Gleichungen von 
der IForm: 



3. 



Ja 8x, 



2 + &' 80^3 + 6'' 62/3=0, 



dererx Coefi&cienten a,b,c, a^b^c nicht von £,7], sondern nur 
'voQ den Coordinaten der übrigen Knotenpuncte abhängen. 

33a das Fachwerk von n Knotenpuncten ein kinematisch 
bestimmtes sein soll, so dürfen die Gleichungen 2 und 3 nur 
erftillt sein, wenn 8 Xg = 0, 8 x^ =0, 8 ^3 = ist. Dieser 
^Böclingung wird genügt, wenn die Determinante: 

D == a b c 

a b c 

einen von Null verschiedenen Werth besitzt. 
'Werden die Unterminanten: 



b c 
b' c 



c 
c 



a 
a 



a 
a 



b 
b' 



mit 
D 



4. 









j, D^ und Dg bezeichnet, so ergibt sich: 

(i — x^) {iys — riXs) A +^2*^ (4— -^a) A + ^'^2 "^ (1 — 2/3) A- 
legt der Punct £ y] nicht auf dem Kegelschnitte: 

(€-0^2) (42/3-1^0^3) A +^'^2'^ (2-:^3)A+^^'2l('^--- 2/3)^=0, 

^^iclier durch die drei Puncto A^ B, C hindurchgeht, so ist 

^^ O. Liegt dagegen der Punct i t] auf dem Kegelschnitte 4, 

^^ ist allerdings D = 0. Es tritt, falls das Fach werk ein kine- 
^'^^tisch bestimmtes ist, der specielle Fall auf, dass die eine 
^vÄblänge bei Oonstanthaltung der übrigen den maximalen, 
^^. den minimalen Werth besitzt. 



i ^' * 
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Bei Weglassung des Knotenpunctes und der Stäbe OA, 
OB, OC sind nach Annahme virtueUe Verrückungen Src^ mög- 
lich. Infolge davon muss: 

sein, wenn nicht D^j D^, D^ sämmtlich gleich Null sind. Ein 
gleichzeitiges Verschwinden von Di^D^^D^ ist unzulässig, da 
sonst ftir jeden Punct Stj: 

2) = 0, 

also das Fachwerk entgegen der Voraussetzung, wenn es über- 
haupt ein kinematisch bestimmtes ist, ein solches sein müsste, 
bei welchem die eine Stablänge den durch die übrigen beding- 
ten maximalen oder minimalen Werth besitzt. 

Bei Wegnahme des Knotenpunctes entsteht aus dem 
gegebenen Fachwerke von 7i Knotenpuncten ein solches von 
n — 1 Knotenpuncten und : 

2 n — 6 

Stäben, also ein solches, welches einen Stab zu wenig besitzt 
um kinematisch bestimmt sein zu können. Die virtuellen Ver- 
rückungen der Knotenpuncte dieses Fachwerkes von n — 1 
Knotenpuncten sind lediglich an die Gleichungen 3 geknüpft. 
Um diesem Fachwerke die nöthige Zahl der Stäbe zu erthei- 
len, seien die Knotenpuncte Ä und B durch einen Stab ver- 
bunden. Es entsteht dann die Bedingung: 

und die Gleichungen 3 reduciren sich auf: 

h Sxg + c 82/8 = 0, 

Da die Determinante: 

b c 



A = 



&' 



einen von Null verschiedenen Werth besitzt, so ist das her- 
geleitete Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten ein kinematisch 
bestimmtes und befindet sich nicht in der speciellen Lage, bei 
welcher die eine Stablänge den maximalen, resp. den mini- 
malen Werth besitzt. 
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Hiermit ist auch ftir den Fall, dass das vorliegende Fach- 
werk von n Knotenpuncten keinen einfachen Knotenpunct 
hat, die Beduction desselben auf ein kinematisch bestimmtes, 
einfaches und ebenes Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten 
durchgeftihrt. 

Es sei umgekehrt ein kinematisch bestimmtes, einfaches 
und ebenes Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten gegeben, 
welches nicht in der speciellen Lage sich befindet, bei welcher 
die eine Stablänge den maximalen oder minimalen Werth be- 
sitzt. Drei Knotenpuncte dieses Fachwerkes seien Ä, B, C und 
zwar seien Ä und B durch einen Stab verbunden. Dann ent- 
steht jedenfalls wieder ein kinematisch bestimmtes Fachwerk, 
wenn der Stab Ä B weggelassen und dafär die Knotenpuncte 
A, By C durch Stäbe mit irgend einem als nten Knotenpuncte 
fixirten Puncto verbunden werden. Liegt der Punct spe- 
ciell auf dem Kegelschnitte 4, so befindet sich das Fachwerk 
von n Knotenpuncten in der speciellen Lage, bei welcher die 
eine Stablänge den maximalen, resp. minimalen Werth besitzt. 

Ist andererseits das angenommene kinematisch bestimmte 
Fachwerk in der betreffenden speciellen Lage, so wird das ge- 
bildete Fachwerk von n Knotenpuncten, da für dasselbe dann: 

sich auch in dieser Lage befinden, falls es überhaupt ein kine- 
matisch bestimmtes ist. 

Für praktische Zwecke sind nur solche kinematisch be- 
stimmten, einfachen Fachwerke verwendbar, welche nicht in 
der speciellen Lage sich befinden, bei der die eine Stablänge 
den maximalen, resp. den minimalen "Werth besitzt. Derartige 
Fachwerke sollen aus später sich ergebenden Gründen kurz- 
weg als bestimmte Fachwerke bezeichnet werden. 

Da die beiden hergeleiteten Methoden genügen, um ein 
bestimmtes, ebenes Fachwerk von n Knotenpuncten auf ein 
solches von n — 1 Knotenpuncten zu reduciren, so genügen 
sie auch umgekehrt, um alle bestimmten, ebenen Fachwerke 
von n Knotenpuncten herzuleiten, wenn diejenigen von n — 1 
Ejiotenpuncten sämmtlich gegeben sind. 
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Hiermit ist die Aufgabe in voller AllgemeiBheit gelöst, 
alle bestimmten, ebenen Fachwerke, welche eine vorgeschrie- 
bene Zahl von Knotenpuncten besitzen, aus dem einfachsten 
bestimmten Fachwerke, dem Dreiecke, dessen Eckpuncte nicht 
in einer geraden Linie sich befinden, herzuleiten. Gleichzeitig 
ist eine Methode gegeben, mit Hülfe deren bei einem vor- 
liegenden ebenen und einfachen Fachwerke untersucht werden 
kann, ob dasselbe ein bestimmtes ist, oder nicht. 

§ 40. 
Herleitung der Spannungen im bestimmten, ebenen Fachwerice. 

Ist ein Fachwerk ein ebenes Fachwerk, so müssen, da- 
mit die Spannungen endliche Werthe besitzen, sämmtliche 
Kräfte, welche auf die Knotenpuncte wirken, sich in der Ebene 
des Fachwerkes befinden. 

Die Coordinaten der Knotenpuncte seien wieder Xij yi und 
demgemäss ^. ^^^^ j. 

die Componenten der auf die Knotenpuncte wirkenden Kräfte. 
Die Kräfte X\ Yi müssen unter sich im Gleichgewichte 
stehen, es müssen also die Gleichungen: 

1. l 2Yi = 0, 

[:^{YiXi-Xiyi) = 
erfüllt sein. 

Der Knotenpunct Xi iji sei mit dem Knotenpunct .-Tk yk 
durch einen Stab von der Länge ^ik verbunden. 

Bei der Zerlegung der auf den ^ten Knotenpunct wirken- 
den ^raft Xi Yi in Componenten, welche in den Stäben liegen, 
die in dem Knotenpunct X\ y\ zusammenkommen, ergibt sich 
in dem Stabe l\ k eine Kraft, deren Componenten sich schreiben 

'""" '.^su^T^ und s...y^^- 

• 6i k ^i k 

Andererseits soll bei der Zerlegung von Xk Ik in Com- 
ponenten, welche in denjenigen Stäben sich befinden, die in 
Xk yk zusammentreffen,, sich in dem Stabe ^i k eine Kraft er- 
geben, welche von der Kraft: 



/ 1 

rci — ik ^ c y\ — yi^'^ ^ 



Die Zerlegung der Kräfte ,imd das einfache Fachwerk. . 223 ^ 



sich nur durch das entgegengesetzte Vorzeichen unterscheidet. 
Die Componenten dieser Kraft werden somit sein: 

Ä.^P^ und Ä.^S=^'- 

6i k ^i k 

Hierbei ist klar, dass der absolute Werth des Factors fiik 
den absoluten Werth der Spannung im Stabe l\\^ bezeichnet, 
und dass iSik das positive Vorzeichen erhält, sobald der Stab 
l\ k auf Zug beansprucht wird, dagegen im anderen Falle das 
negative. 

Werden umgekehrt mit Ä k die Spannungen bezeichnet in 
den Stuben 2i k und dieselben positiv eingeführt, sobald sie Zug- 
spannungen sind, im anderen Falle negativ, so sind: 

^ Xi — xv. Q yi — y^ 

Ol k , J Oi k — , 

tik ^ik 

die Componenten derjenigen Kraft, welche sich bei der Zer- 
legung von X\ Y{ in dem Stabe Uk ergibt. 

Jeder Knotenpunct Xi yi liefert die beiden Gleichungen : 



2. 



Xi=2:sik^^-,— - 



Fi =27 'S* w 



k 



yi — yk 



wobei die Summation über sämmtliche Puncto a^k 2/k zu er- 
strecken ist, welche mit dem Knotenpuncte X{ y\ durch Stäbe 
verbunden sind. 

Besitzt das Fachwerk n Knotenpuncte und m Stäbe, so 
sind 2 n Q-leichungen von der Form 2 vorhanden, in denen die 
m Spannungen S\ k vorkommen. Da aber die 2 n Gleichungen 
sich infolge der Gleichungen l auf 2n — 3 von einander un- 
abhängige Gleichungen reduciren, so muss die Zahl der Stäbe: 

2w — 3 

sein, wenn die Spannungen fiik bei beliebiger Wahl des Kräfte- 
sysiemes Xi Jl eindeutig bestimmt sein sollen. E]s folgt der Satz: 
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Damit ein ebenes Fachwerk statisch bestimmt sein 
kann, muss dasselbe ein einfaches sein. 

Es ist die Aufgabe zu lösen: 

1) nachzuweisen, dass jedes bestimmte, ebene Fach- 
werk statisch bestimmt ist, wie auch das Kräfte- 
system Xi Yi angenommen wird, 

2) nach Annahme des Kräftesystemes Xi Fi die Span- 
nungen Sik im bestimmten, ebenen Fachwerke zu 
finden. 

Es soll eine nie im Stich lassende Methode zur Bestimmung 
der Spannungen im bestimmten, ebenen Fach werke hergeleitet 
werden. Die Methode wird stets nur auf eine Lösung führen. 
Der Nachweis, dass auch nur eine Lösung möglich ist, ergibt 
sich dann von selbst. 

Durch ein vorliegendes Fachwerk sei ein Schnitt geführt, 
durch welchen dasselbe in zwei Theile A und B zerfällt. Jeder 
der zerschnittenen Stäbe gi wird einen Knotenpunct Xi y\ des 
Theiles A mit einem solchen X\ y\ des Theiles B verbinden. 
Die Kräfte, welche auf die Knotenpuncte des Theiles A wir- 
ken, seien mit Pi, diejenigen, welche auf die Knotenpuncte des 
Theiles B wirken, mit Pi' bezeichnet. Dann müssen die Kräfte 
Pi mit den Kräften Pi' sich im Gleichgewichte befinden. 

"Wird die Zerlegung der Kräfte Pi und Pi' in Componen- 
ten durchgeftlhrt, welche in die einzelnen Stäbe fallen, so wer- 
den in den Stäben g\ infolge der auf A wirkenden Kräfte Pi 
sich Componenten 8^3^.,,, allgemein S'i ergeben. Da die 
Componenten der E^räfte Pj, welche in den nicht vom Schnitte 
getroffenen Stäben sich befinden, sich gegenseitig aufheben, so 
wird die Resultante P der Kräfte Pi mit der Resultante der 
Kräfte Si übereinstimmen, es werden somit auch die Kräfte Si 
mit den auf den Theil B wirkenden Kräften Pi' im Gleich- 
gewichte stehen. Diese Kräfte Si drücken den Einfluss aus, 
welchen der Theil A des Fachwerkes auf die Spannungen in 
den Stäben des Theiles B besitzt. Ist es möglich die Kräfte 
S{ zu finden, so kann, wenn es sich um Spannungen in Stäben 
des Theiles B handelt, bei der Bestimmung derselben der Theil 
A weggelassen, resp. durch diese jetzt auf die Knotenpuncte 
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a>i y\ wirkenden Kräfte Si ersetzt werden. Sind dann die 
Spannnngen in den Stäben von A zu finden, so kann bei der 
Bestimmang derselben der Theil B weggelassen, resp. durch 
die auf die Knotenpuncte X{ yi wirkenden Kräfte Si' = — Si 
ersetzt werden. 

Werden nur drei Stäbe g^g^^g^ durcb den Schnitt ge- 
troffen und zwar drei Stäbe, welche sich nicht in einem Puncte 
schneiden, so sind die drei Kräfte Sj,/Sg, Sg durch die Eesul- 
tante P der Kräfi;e Pi eindeutig bestimmt. Die Bestimmung 
der Spannungen in den Stäben des gegebenen Fachwerkes ist 
darauf zurückgeführt die Spannungen in jedem der beiden 
Fachwerke A und B zu finden. Daraus folgt der Satz: 

Lftsst sich durch ein gegebenes ebenes Fachwerk G 
ein Schnitt führen, welcher nur drei sich nicht in einem 
Puncte schneidende Stäbe trifft, und durch welchen das- 
selbe in zwei Theile A und B zerfi&llt, so sind die beiden 
Theile für sich statisch bestinunte Fachwerke, sobald C 
ein solches ist. Andererseits wird C ein statisch bestimm- 
tes Fachwerk sein, sobald A und B statisch bestimmte 
Fachwerke sind. 

Ist umgekehrt G kein statisch bestimmtes Fachwerk, 
80 muss jedenfalls eines der beiden Fachwerke A und B 
ein statisch unbestimmtes sein. Ist andererseits eines 
der beiden Fachwerke A und B statisch unbestimmt, so ist 
auch jedenfalls das Fachwerk G statisch unbestinmit. 

Die hier gegebenen Sätze können in vielen praktischen 
Fällen zur Bestimmung der Spannungen verwandt werden. 

Es möge ein Fachwerk von n Knotenpuncten einen ein- 
fachen Knotenpunct besitzen, der durch Stäbe mit zwei an- 
deren Knotenpuncten A und B verbunden ist, und zwar sollen 
die beiden von ausgehenden Stäbe OA und OB nicht in 
eine gerade Linie fallen. Die Kräfte, welche auf die Knoten- 
puncte wirken, seien Pi, speciell die auf 0, A und B wirkenden 
Kräfte Pi,Pj|,P,. 

Die auf wirkende Kraft Pj lässt sich nur auf eine Art 
in zwei Componenten S^ und S^ zerlegen, welche in die bei- 
den Stäbe OAvaA OB fallen. Diese beiden Kräftie .S;, und S^ 

Henneberi^, Statik der starren Systeme. 15 
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bestimmen die Spaminngen in den beiden Stäben Ä xmA B. 

Nachdem S^ und S^ durch Construction eines Ejäfleparallelo- 

grammes aus P, gefiinden 
sind, kann der Knoten- 
punct weggenommen 
gedacht, resp. durch die 
beiden nach A und B als 
Angrifi&puncte verscho- 
benen Kräfte S^ und S^ 
ersetzt werden. 

Es ist die Aufgabe 
gelöst: die Bestimmung 
der Spannungen in einem 
Fachwerke von n Kno- 
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tenpuncten, welches einen einfachen Knotenpunct besitzt, in 
dem zwei nicht in eine gerade Linie fallende Stäbe zusammen- 
kommen, zurückzuführen auf die Bestimmung der Spannungen 
in dem nach Wegnahme des Knotenpunctes entstehenden 
Fachwerke von 7i — 1 Knotenpuncten. 

Ist das Fachwerk von n Knotenpuncten ein statisch be- 
stinmites, so ist es auch jedenfalls das Fachwerk von n — 1 
Knotenpuncten, und umgekehrt. 

Ist dagegen das Fachwerk von n Knotenpuncten ein sta- 
tisch unbestimmtes, so muss das bei der Wegnahme des Knoten- 
punctes entstehende Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten 
auch ein statisch unbestimmtes sein, und umgekehrt. 

Das einfachste bestimmte Fachwerk ist ein Dreieck ABC, 
Dasselbe ist statisch bestimmt. Wie auch die drei Kräfte 
Pi,P2, Pg, welche auf die Knotenpuncte A, B, C wirken und 
lediglich der einen Bedingung, dass sie unter sich im Gleich- 
gewichte stehen, unterworfen sind, angenommen werden, stets 
lässt sich die Bestimmung der Spannungen in elementarer 
Weise durchführen, und zwar führt dieselbe nur auf eine ein- 
zige Lösung. Aus dem Dreiecke lassen sich weitere bestimmte 
Fachwerke durch wiederholtes Hinzufügen von einfachen Knoten- 
puncten herleiten. Infolge des obigen Satzes sind alle diese 
Fachwerke statisch bestimmt, und bei allen diesen Fachwerken 
können die Spannungen in den sämmtlichen Stäben mit Hülfe 
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der hergeleiteten Methode ermittelt werden, wie auch das 
System der Ejräfte Pi angenommen wird. 

Anf Tafel IX sind die Spannungen in den Stäben eines 
bestimmten Fachwerkes mit fhnf Enotenpnncten (Figur 1) er- 
mittelt. Von den Kräften, welche auf die Knotenpuncte wir- 
ken, können drei b^iebig gewählt werden. Es sind die Kräfte 
P2, P,, P4 angenommen, welche auf die drei Knotenpuncte 
2, 3, 4 wirken. Diese drei Kräfte PiiPsj P4 sind vermittelst 
Construction eines Kräfte- (siehe Fig. 2) und eines Seilpoly- 
gones zu einer resultirenden Kraft vereinigt. Der Pol des 
Kräftepolygones ist C, und g ist die gerade Linie, in welche 
die Resultante P der drei Kräfte Pg, Pg, P4 zu liegen kommt. 
Nachdem ein Punct B auf g als Schnittpunct der beiden Kräfte 
Pj und Pß fixirt ist, ergeben sich P^ und P^ aus dem Kräfte- 
polygon. Die Spannungen in den einzelnen Stäben des Fach- 
werkes sind in Fig. 3 bestimmt. In dem Kräfteplane (Fig. 3) 
sind die Druckspannungen durch doppelte Linien markirt, in 
gleicher Weise die auf Druck beanspruchten Stäbe des Fach- 
werkes. 

Es möge ein einfaches Fachwerk von n Knotenpuncten 
gegeben sein, in welchem ein einfacher Knotenpunct vor- 
handen ist, bei dem aber die betreffenden beiden Stäbe A 
und £ in dieselbe gerade Linie fallen. Das Fach werk ist 
jedenfalls kein bestimmtes. 

Die Kräfte, welche auf die Knotenpuncte wirken, dürfen 
dann nicht beliebig angenommen werden. Damit die auf 
wirkende Kraft Pj endliche Stabspannungen S^ und ^3 in ^ 
nnd OB liefert, muss die Kraft Pj in die gerade Linie AB 
fallen. Ist diese Bedingung erfüllt, so ist die Zerlegung von 
Pi in die beiden Componenten Sa in -4 und S^ in B auf 
unendlich viele Arten möglich. Das Fachwerk ist somit jeden- 
falls ein statisch unbestimmtes, auch dann, wenn das nach Weg- 
nahme des Knotenpunctes entstehende Fachwerk von 7i — 1 
Knotenpuncten ein statisch bestimmtes ist. 

Es soll jetzt zur Behandlung eines Fachwerkes überge- 
gangen werden, bei welchem kein einfacher Knotenpunct vor- 
handen ist. Es ist zweckmässig den folgenden Satz voranzu- 
schicken. 

15* 
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Auf die Elnotenpiincte eines gegebenen ebenen Fach- 
werkes sollen einerseits die Kräfte Zi Yi, andererseits die 
Kräfte Xi T\ wirken. Diesen beiden Eräftesystemen wer- 
den im Allgemeinen yerschiedene Stabspannungen ent- 
sprechen. Das Eräftesystem Xi Fi soll in einem Stabe 
h k eine Stabspannung Si k und das Eräftesystem X\ Y\ eine 
Stabspannung /Sjk erzeugen, dann stellt: 

3. Silt = Ä k + ^ Si k 

die Stabspannung dar, welche in dem Stabe k k vorhanden 
ist, sobald auf jeden Enotenpunct x\ yi die Resultante der 
beiden Kräfte Xi Fi und XXi', X Yi wirkt. 

Der Satz bedarf keines weiteren Beweises: er ergibt sich 
aus den Gleichungen 2 sofort. 

Es möge ein bestimmtes, ebenes Fachwerk von n Knoten- 
puncten gegeben sein, welches keinen einfachen Knotenpnnct 
besitzt. Dann ist jedenfalls ein zweifacher Knotenpnnct 
vorhanden. Derselbe sei durch Stäbe mit den drei Knoten- 
puncten A^ B, C verbunden, und zwar seien relative Verschie- 
bangen der beiden Puncte Ä und B nach Weglassung des 
Knotenpunctes und der drei Stäbe 0-4, OB, C möglich. 
Aus dem Fachwerke von n Knotenpuncten lässt sich ein ein- 
faches Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten herleiten, indem 
der Knotenpunct und die Stäbe 0-4, JB, weggelassen 
und dafür ein Stab A B hinzugefügt wird. Hierbei ist das 
Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten ein bestimmtes, sobald 
das Fachwerk von n Knotenpuncten ein solches ist. Ist um- 
gekehrt das Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten ein bestimmtes, 
so ist es auch dasjenige von n Knotenpuncten, wenn der Punct 
nicht auf dem Kegelschnitte 4, § 39 sich befindet. 

Die Kräfte, welche auf die ein^lnen Ejiotenpuncte Xi yi 
des Fachwerkes von n Knotenpuncten wirken, seien Pi und 
speciell Pq^P^jP^^ P, die Kräfte, welche auf die Knotenpuncte 
0, -4, P, wirken. 

Die Kraft Pq, welche auf wirkt, lässt sich auf unend- 
lich viele Arten in drei Componenten iS^, S^^ S^ zerlegen, welche 
in den drei Stäben ^, B, liegen. Es seien ^', /Si',S8' die 
Componenten von P^ bei einer speciellen Zerlegung und femer 
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Si ', Äj ", Äg " irgend drei in Ä, B, G liegende Kräfte, 
welche unter sich im Gleichgewichte stehen. Dann sind alle 
möglichen Zerlegungen von Pq in drei Componenten in 0^, 
B^ (7 in der Form enthalten: 

Oj = /0| -\- ^ jO| y 
Sg =03 + A. S2 , 

Diese drei Kräfte S^^ S^j S^ drücken den Einfluss aus, wel- 
chen der Knotenpunct und die Kraft P^ auf die Span* 
nungen in den übrigen Stäben des Fachwerkes besitzt Es sei 




Fig. 84. 

nun der Knotenpunct weggenommen, daftlr ein Stab A B 
hinzugefugt und so das bestimmte Fachwerk von n Knoten- 
puncten auf ein solches von n — 1 Knotenpuncten reducirt. 
Sollen dann die Spannungen in den Stäben des Fachwerkes 
von n — 1 Knotenpuncten übereinstimmen mit den Span- 
nungen, die sich in dem Fachwerke von n Knotenpuncten in- 
folge der Kräfte P^ , Pj , P2 , P3 , P4 . . . ergeben, so muss es mög- 
lich sein den Factor X so zu bestimmen, dass, wenn auf die 
drei Knotenpuncte A, P, C des Fachwerkes von n — 1 Knoten- 
puncten die Resultanten P/, P^', Pg' von Pj und S^ , Pg und S^y 
P3 und Sq , dagegen auf die übrigen Knotenpuncte die früheren 
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Kräfte P^, P^,.. wirken, sich in dem Stabe Ä B eine Spannung 
von der Grösse Null ergibt. Es ist also die Aufgabe zu lösen, 
den Factor X so zu bestimmen, dass die Spannung in dem 
Stabe A B gleich Null wird. Diese Aufgabe lässt sich auf eine 
zweimalige Bestimmung der Spannungen im Fachwerke von 
n — 1 Knotenpuncten zurückführen. 

Es seien gefunden: 

1) die Spannungen in den Stäben des Fachwerkes von 
n — 1 Knotenpuncten, wenn auf die drei Knotenpuncte J., B, C 
die Resultanten von P^ und aS/, von P^ und Sg', von P^ und 
Sq und auf die übrigen Knotenpuncte die Kräfte P^jP^,.., 
wirken. 

In einem Stabe k k möge sich hierbei die Spannung Si k 
und speciell in dem Stabe AB die Spannung S^^ ergeben 
haben. 

2) Die Spannungen in den Stäben des Fachwerkes von 
n — '1 Knotenpuncten, wenn auf die drei Knotenpuncte Aj B, C 
die drei im Gleichgewichte stehenden Kräfte Sj", Sg", Sg" und 
auf die übrigen Knotenpuncte gar keine Kräfte wirken. 

Hierbei möge sich in dem Stabe iik oine Spannung STk 
und speciell in dem Stabe AB eine Spannung S^^ ergeben 
haben. 

Sind diese Bestimmungen durchgeführt, so stellt nach 
dem obigen Satze: v^. = S' -I- X 9" 

die Spannung im Stabe Zjk und speciell: 

die Spannung in dem Stabe A B für jeden Werth von X dar, 
wenn auf die Knotenpuncte des Fachwerkes von n — 1 Knoten- 
puncten die KJräfte Pj', Pg', Pg', P^, P5 . . . . wirken. 

Die gestellte Aufgabe ist gelöst, sobald es möglich ist X 
so zu bestimmen, dass die Spannung S^ g in dem Stabe A B 
gleich Null wird, dass also: 

Dann stellt bei Einsetzung dieses Werthes Sik die Spannung 
in dem Stabe lik, des Fachwerkes von n Knotenpuncten dar, 
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wenn auf die Knotenpuncte die gegebenen Kräfte P^yP^jP^, 
PjyP^, ... wirken.* 

Damit das Fachwerk von n Knotenpuncten ein statisch 
bestimmtes ist, muss das Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten 
ein solches sein; dann lässt sich die Bestimmung der Span- 
nungen Sik und SCk stets durchfuhren und zwar ^gibt sich 
nur eine Lösung für dieselben. 

Ist das Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten ein statisch 
bestimmtes, so können zwei Fälle eintreten: 

1) Es ist aSj 2 ^ : Es gibt nur einen ganz bestimmten 
und endlichen Werth von X, welcher der Gleichung: 

genügt Das Fachwerk von n Knotenpuncten ist ebenfalls sta- 
tisch bestinunt. 

2) Es ist iS^g = 0. Die Gleichung 4 reducirt sich auf: 

£8 folgt hieraus, dass die Kräfbe Pij die auf die Knoten- 
puncte wirken, nicht beliebig angenommen werden dürfen, wenn 
eine Lösung des Problems überhaupt existiren soll. Sind die 
Kräfte Pi der Bedingung gemäss angenommen, dass S^ , = 
wird, so ist die Gleichung 4 für jeden endlichen Werth von X 
erfüllt. Es sind unendlich viele Lösungen vorhanden. Das 
Fachwerk von n Knotenpuncten ist ein statisch unbestimmtes. 
Es ist zu unterauchen, wann dieser singulare Fall eintritt, 
dass das Fachwerk von n Knotenpuncten eiu statisch un- 
bestimmtes ist, obgleich das abgeleitete Fachwerk von 
n — 1 Knotenpuncten ein statisch bestimmtes ist. Dieser Fall 
tritt ein, sobald in dem Stabe A B des Fachwerkes von n — 1 
Knotenpuncten sich eine Spannung Null ergibt, wenn auf das 
Fachwerk nur drei in ^, 5, C angreifende, durch gehende 
und im Gleichgewichte stehende Kräfbe wirken, oder mit an- 
deren Worten, wenn bei diesen Kräften im Fachwerke von 



* Durch die hier entwickelte Methode wird das Nl^pdiche geleistet 
fiir ebene Fachwerke, wie durch die „methode de la fausse position", 
mit welcher Sayiotti operirt. 
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n — 1 Knotenpunkten auch nach Wegn^hnie •' ^ Stabes AB 
noch Gleichgewicht vorhanden ist. • ^ I - 

Der ' l^unöt '•Ä"'W' -wieder zum Nhllpunci' - dm » Cok>rdü]laten- 
systemets'angeiioinmen <und die rti-Aie durch den'S^unöt i? gQ4 
legt. Die a;-Ooo9*diriateide8'Pttki^öte8'JB «ei'=»^l> Die*<Iloordkiateb 
des Punctes C '6^iknXj^y^j^^i'A^ T?McteB kehw^-qj^ • •' '^ 

Nach Wegnahme des Knotenp^otdsr Oi'iuJä'derllreiiStäbe 
OA, 0B\ O'G werdön-i^Hufelle ^Veirftckkingeb'ia.T^v Bü^j 81/3 
der beiden Puncte B iJbld''C' midgUch^^u: -:Ziwibchtdit denselbed 
bestehm nftohr'§ S^MSiW^irßleifiiiungGp::!» , V • : /i |! 

Die Componenten der drei Kräfte Sj", Sg", S^" seien: 

Soll Gleichgewicht vorhanden, also das gejgebeiie Faeh- 
' werk von^ n Maiöbettpbmtisn' dii' btatibch-^tinbesiä'mtniteg Isein, so 
muss nach dem Princip der^ )yirtue^en Yerrückungen: 

die Gleichung: , 

erfüllt sein. , . . . . v 

Da die Kräfte^ Sj*', S^g*', S^" durch . den I^anct Ö gehen, 
so werden die Componenten sich schreiben lassen: 

Xi == £ n , Xa = (4 — x^) rg, Xg — ($ — 0:3) rg, 
1^1 =^ n ^17 3^2 = "^ '•2» r3 = (S — j/a) r^i 

woraus sich bei Berücksichtigung der Gleichgewichtsbedin- 
gungen: - ' X,+X,+X,^Q, . 

ergibt: - , • ^i + i^n + ^s =0 

^8=>-(^ — ^a)^»^. 
wobei X irgend einen Factor bedeutet 






Die Zerlegung der Kr&fte und das einfache Fachwerk. 233 

Bei Einsetzung der gefundenen Werthe fwü X^j X^, Fg 
in Gleichung 6 folgt: 

Soll Gleichgewicht vorhanden sein, so müssen die Gle>ichun- 
gei^ Ö.un^ 7. ^avkch füTiVpi:} Null, yei^schiedene Werthe 8x^^ Sx^, 
S ^3; ifieben. eins^ider bestehen, es mtiss also die Eliminations- 
determinante: ..(!.. • ,i -i 

. -a. •'.'•. "• ,;■ . br. i !-...<{. !■■■'/ 

aeh •Werti' iTnIl 'besitzen, ■' ' ' '' •'' ■ 

I ' ' tüBs Fachwerk von n Enotenpuncten ist statisch be- 

stimmt, wenn: > 

dagegen . sti^tisph unbestinunt, wenn: 

klab der Punct auf dem Kegelschnitte 4, § 39 sich be- 
findet. 

Aus dieser Betrachtung folgt, dass die Bildungsgesetze 
der statisch bestimmten, ebenen Pachwerke von nKnoten- 
puncten aus den statisch bestimmten, ebenen Fachwerken von 
n — 1 Knotenpuncten übereinstimmen mit den Bildungsgesetzen 
der bestimmten, ebenen Fachwerke von n Knotenpuncten aus 
den bestimmten, ebenen Fachwerken von n — 1 Knotenpuncten. 
Infolge dieser Uebereinstimmung und infolge davon, dass das 
einfachste bestimmte Fachwerk, das Dreieck mit nicht zu- 
sammenfallenden Seiten, auch statisch bestimmt ist, ergibt sich 
äer allgemeine Satz: 

Jedes bestimmte, ebene Fachwerk ist statisch bestimmt. 

Dieser Satts ist die Veranlassung, kt eshalb diej^igen kine- 
ixiatisch bestimmten, ein£EU)hen i^nd .ebienen Fachw^rke, för 



!•.'.' .. • .. ^ 



als bestiilimie bdzeicdmet wurden. 
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Durch die vorstehenden Betrachtungen ist femer die Auf- 
gabe gelöst; die Bestimmung der Spannungen im bestimmten, 
ebenen Fachwerke von n Knotenpuncten auf die Bestimmung 
der Spannungen im bestimmten, ebenen Fa^chwerke von n — 1 
Knotenpuncten, also in letzter Instanz auf die Bestimmung der 
Spannungen im Dreieck zurückzuführen. 

Auf Tafel X ist nach der hier erläuterten Methode die Be- 
stimmung der Spannungen für ein bestimmtes Fachwerk (siehe 
Fig. 1) von sechs Knotenpuncten 1, 2, 3, 4, 5, 6 durchgeführt. Die 
sechs Knotenpuncte sind sämmtlich zweifache Knotenpuncte. 

Von den sechs Bjräften Pj, P,, Pg, P^, Pg, P^, welche auf 
die Knotenpuncte wirken, dürfen vier willkürlich angenommen 
werden. Es sind die vier Kräfte gegeben gedacht, die auf die 
vier Knotenpuncte 1, 2, 3, 4 wirken. Dieselben liegen in den. 
geraden Linien l^^ ig» ^s» ^4» ^^^ i^^® Grössen sind aus dem 
Kräfbepolygone ersichtlich (siehe Fig. 2). Der Punct G ist als 
Pol des Kräftepolygones angenommen. Durch Construction 
eines Seilpolygones ist die gerade Linie g gefunden, in welcher 
die Resultante P der vier Kräfte Pj, Pg, Pg, P^ liegt. Die 
beiden Kräfte P5 und P^, welche in den Knotenpuncten 5 
und 6 angreifen, müssen mit den vier Kräften P^, Pg, P3, P^ 
sich im Gleichgewichte befinden, müssen also jedenfalls sich 
in g schneiden. Wird ein Punct B auf g als Schnittpunct 
von P5 und Pg fixirt, so sind damit die beiden Kräfte P5 und 
Pß vollkommen bestimmt. 

Aus dem Fachwerke mit sechs Knotenpuncten ist das be- 
stimmte Fachwerk von fünf Knotenpuncten durch Weglassung 
der Stäbe 16, 2 6, 5 6 und durch Hinzufügen eines Stabes 1 2 
gebildet gedacht. Es ist dann eine specielle Zerlegung der auf 
6 wirkenden Kraft in drei Componenten S[^^ Sg'^, S^^ zu be- 
werkstelligen (siehe Fig. 2). Femer sind drei Kräfte Sf^, S^^^ 
Sgß zu finden, welche in 16, 2 6, 5 6 liegen und unter sich 
im Gleichgewichte stehen. 

Fig. 3 stellt die Spannungen in den SUi.ben des herge- 
leiteten Fachwerkes von fünf Knotenpuncten dar, wenn auf 
die Knotenpuncte 1, 2, 5 die Resultanten von Pj und S/^, 
von Pg und Sg' ^ , von Pg und aSJ ^ , und auf die Puncte 3 und 4 
die Kräfte P3 und P^ wirken. Li diesem Kräfteplane sind 
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die Zugspannungen durch einfache, die Druckspannungen durch 
doppelte Linien markirt. Speciell hat sich die Spannung S^^ 
in dem Stabe 12 als eine Zugspannung ergeben. 

Fig. 4 stellt den E[räfteplan dar für das Fachwerk von 
fünf Knotenpuncten, wenn auf die drei Knotenpunote 1, 2, 5 
die Kräfte /Sf^, S^' g, Sg^ und auf die übrigen Knotenpunote 
gar keine Kräfte wirken. In diesem Kräfteplane sind eben- 
&lls die Zugspannungen durch einfache, die Druckspannungen 
durch doppelte Linien markirt. Die Spannung S^2 ^^^ ^^^ 
speciell als Druckspannung ergeben. Der Kräfteplan Fig. 4 
ist so proportional um X vergrössert, dass die Spannung: 

X S, 2 

die absolute Grösse der Zugspannung S/g erhält. 

Die gesuchten Spannungen in den Stäben des gegebenen 
Fachwerkes von 6 Knotenpuncten sind dann die Differenzen 
der entsprechenden Linien des Kräft;eplanes Fig. 3 und des 
aus Fig. 4 durch die betreffende proportionale Vergrösserung 
hergeleiteten Kräfteplanes. 

§ 41. 
Specielle ebene Facbwerke. 

In der Technik kommen vorzugsweise bestimmte, ebene 
Fachwerke zur Verwendung, welche sich aus der beigezeich- 
neten Normalform (in der Zeichnung sind 14 Knotenpunote 
angenommen) durch Specialisirungen bezüglich der Lage der 
Knotenpunote ergeben. 

A 
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Auf die Knotenpuncte wirken Kräfte Pi, die natürlich 
unter sich im Gleichgewichte stehen müssen. Die auf die 
Knotenpuncte 2 bis 1 3 wirkenden Kräfte Pg bis Pj g seien 
gegeben. In den Puncten 1 und 1 4 sei das Fachwerk ge- 
lagert. Ist durch Construction eines Kräfte«- und eines Seil- 
polygones die Eesultante P der zwölf Kräfte P, bis Pj, ge- 
funden, so folgen die beiden Auflagerreactionen P^ und Pj^ 
aus der Bedingung, dass dieselben mit P im G-leichgewichte 
sich befinden müssen. Hierdurch sind natürlich die Auflager- 
reactionen noch nicht vollständig gegeben. Wird die Richtung 
der einen Auiiagerreaction z. B. die von P^ angenommen und 
schneidet dieselbe die Kraft P in einem Puncto C, so ist damit 
die Sichtung der zweiten Auflagerreaction bestimmt und femer 
die Grösse jeder der beiden Auflagerreactionen. 

Sind die Auflagerreactionen ermittelt, so lassen sich die 
Spannungen in den einzelnen Stäben des Fachwerkes auf ver- 
schiedene Arten finden. 

Zunächst besitzt das vorstehende Fachwerk die Eigen- 
schaft, dass sich durch jeden Stab des Fachwerkes ein Schnitt 
führen lässt, welcher ausser dem betreffenden Stabe nur noch 
zwei weitere Stäbe trifll, die sich mit dem ersteren nicht in 
einem Puncte schneiden, und durch welchen das Faohwerk in 
zwei getrennte Theile zerßQlt. So werden z. B. durch den 
Schnitt A ... B nur die drei Stäbe 7 9, 7 8, 6 8 getroffen. 
Sind dann die Kräftie, welche auf der einen Seite des Schnittes 
sich befinden, also hier die Kräfte Pj, Pg, . . . P^ zu einer re- 
sultirenden Kraft Q vereinigt, so lässt sich diese Besultante Q 
nach den in § 33 entwickelten Methoden von Culmann und 
ßitter nur auf eine ganz bestimmte Art in drei Componenten 
zerlegen, welche in den vom Schnitte getroffenen Stäben 7 9, 
7 8,68 liegen. Nach Ausführung dieser Zerlegung sind die 
Spannungen in den drei Stäben 7 9, 7 8, 6Ö bestimmt. In 
der nämlichen Weise lassen sich die Spannungen in allen an- 
deren Stäben des Fach Werkes ermitteln. Die Culmann'sche 
Methode eignet sich vorzugsweise zur graphischen, dieBitter'sche 
zur analytischen Bestimmung der Spannungen, doch kann die 
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Methode von Bitter auch zur graphischen Bestimmung der 
Spannungen verwandt werden. 

Das vorstehende Fachwerk gehört zu der Gruppe von be- 
stimmten, ebenen Fachwerken, welche sich aus dem Dreiecke 
durch wiederholtes Hinzufügen einfacher Knotenpuncte er- 
geben. 

Wird von dem Dreiecke 1, 2, 3 ausgegangen, so entsteht 
das Fachwerk 1, 2, 3, 4, indem ein Punct 4 als weiterer und 
zwar als einfacher Knotenpunct angenommen und mit den 
Puncten 2 und 3 durch Stäbe verbunden wird. Aus dem Fach- 
werke 1, 2, 3, 4 entsteht das Fachwerk 1, 2, 3, 4, 5, indem 
ein Punct 5 als Knotenpunct hinzugefügt und durch Stäbe 
mit 3 und 4 verbunden wird u. a w. Hierbei sind jedoch die 
beiden Knotenpuncte, welche mit dem hinzutretenden Knoten- 
puncte durch Stäbe verbunden sind, nicht willkürlich gewählt, 
sondern es ist vielmehr der hinzutretende Knotenpunct stets 
mit den beiden zuletzt hinzugekommenen Knotenpuncten durch 
Stäbe verbunden. 

Bei der Bestimmung der Spannungen lässt sich die Me- 
thode verwenden, welche oben bei dem Beispiele eines Fach- 
^werkes von fünf Knotenpuncten zur Verwendung gekommen 
ist. Bei der Construction des Kräfbeplanes nach dieser Methode 
-wird es in der Itegel sich ergeben, dass eine ganze Beihe von 
Spannungen in dem Kräfteplane mehrfach vorkommen. Infolge 
des speciellen Bildungsgesetzes des vorliegenden Fachwerkes 
ist es (nach Maxwell und Cremona*) möglich, diesen üebel- 
stand zu beseitigen, also einen Kräfteplan zu construiren, in 
welchem jede der Elräfte Pi und jede der Spannungen Si k nur 
einmal enthalten ist. Bei der Herleitung dieses Cremona'schen 
Kräfteplanee soll von den Gesetzen Gebrauch gemacht werden, 
welche in § 16 bezüglich der reciproken Beziehung des Kräfte- 
und Seilpolygones entwickelt sind. 

Zu den Kräften Pi sei ein Kräftepolygon in der Reihen- 
folge i^, ig, ig, P^j P^j ijj, ij3, P^^j P^2l P\01 -^8? -M5» P^i P^ 

construirb Dieses Kräftepolygon wird jedenfalls ein geschlosse- 



* Siehe Culmann, graphische Statik. 
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nes sein, da die Kräfte im Gleichgewichte stehen. In diesem 
Kräftepolygone folgen die Kräfte in derselben Weise auf- 
einander wie die Knotenpuncte, auf welche die Kräfte wirken, 
bei Umgehung des Bandes 1, 3, 5, 7 . . . des Fachwerkes. 

Es lassen sich zwei in Bezug auf ein Nullsystem reciproke 
Linienzüge construiren {A und B)j so ' dass die aufeinander 
folgenden Seiten ij', Zg', Z^', Z^', ... des Linienzuges Ä sich von 
dem unendlich fernen Puncto der Centralaxe aus in die geraden 
Linien l^, Zg, l^, l^j ... projiciren, in welchen die auf die Knoten- 
puncte des Fachwerkes wirkenden Kräfte Pj, P,, Pß, P7, . . . 
sich befinden, während die Projectionen der entsprechenden 
Seiten X/, Xg', X^', X^', ... des Linienzuges B in die Seiten des 
Kräftepolygones Pj, Pg, P^, P^, . . . fallen. Die Projectionen 
der Eckpuncte des Linienzuges WWWW ••• sind die 
Eckpuncte des Kräftepolygones P,, P3, P^, P^, . .. Auf den 
Geraden li\ l^\ l^\ lj\ ... seien diejenigen Puncto Ax^ A^j ^5, 
Ajj ... bestimmt, welche die Knotenpuncte 1, 3, 5, 7, . . . des 
Fachwerkes zu Projectionen haben. Diese Puncto Ai seien in 
derselben Weise durch gerade Linien gi^ verbunden, wie die 
Knotenpuncte des Fachwerkes durch Stäbe gi k verbunden sind, 
so dass die Geraden glk sich in die Stäbe ^ik des Fachwerkes 
projiciren. Wird dann die zu A reciproke Figur B demgemäss 
vervollständigt, so stellt die Projection derselben den gesuchten 
Kräfteplan dar. 

Den Puncten ^1, ^gi -^6> A> • • • ^^^ d®^ Geraden 
'1') h\ h'i Wi • • • werden Ebenen -/Ij, -dlg, -4^, Ä^^ . . . entspre- 
chen, welche die geraden Linien Xj', X3' Xg', X^', ... enthalten. 
Sämmtlichen geraden Linien ^iky welche durch den Punct Ai 
auf U gehen, entsprechen gerade Linien ^Iky welche auf der 
Ebene A\ sich befinden, also mit der auch auf Ai liegenden 
Geraden Xt' zusammen ein ebenes Polygon bilden. Die Pro- 
jection dieses Polygones liefert das bei der Zerlegung von P\ 
in Componenten, welche in den in dem Knotenpuncte i zu- 
sammenkommenden Stäben liegen, sich ergebende Kräftepolygon. 
Die Seiten dieses projicirten Polygones sind parallel zu den 
Stäben des Fachwerkes, welche in i zusammenkommen und 
bestimmen die Spannungen in denselben. 

Es seien die beiden Stäbe betrachtet, welche durch i 
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gehen und zu dem Ilande des Fachwerkes gehören, also die 
Stäbe gi^iji und giji^2* Denselben entsprechen in der Figur 
A zwei gerade Linien gi-^^i und ^i,i+2} welche die beiden 
Puncte Äi^3 und Ai auf Zi-2 und Zi', resp. die Puncte Ai und 
Ai+2 auf li und 21+2 mit einander verbinden. Der durch 
/i-2 und li bestimmten Ebene entspricht der Schnittpunct der 
Geraden Xj-a und Xj', Durch diesen Punct muss die Gerade 
Ti-2, i gehen. Es ist also die Bedingung erfüllt, dass die ein- 
zelnen Polygone in den Ebenen Ai durch die Seiten des Linien- 
znges Xi' begrenzt sind. Die Pfojection des in der Ebene Ai 
liegenden Polygones hat die Kraft Pi im Kräftepolygon zur 
einen Seite, liefert also eine Zerlegung derselben. Femer er- 
gibt sich, dass die Spannungen aSj-s, i, welche sich für die 
den Rand des Fachwerkes bildenden Stäbe ergeben, im 
Kräfteplane von dem Schnittpuncte der beiden Kräfte 
Pi-2 und Pi ausgehen. 

Es seien drei Stäbe .9i-i,i, ö^i, i+i, g\-\j\^\ betrachtet, 
welche im Fachwerke ein 
Fach begrenzen. Denselben 

werden in der Figur A ^ ' " ^^*^ 

drei gerade Linien ^i-i,i, 

f/i;i+i> ö^i-i,i + i entspre- 
chen, die drei Puncte ^i+i, 
-4i, -4i+i mit einander ver- *'' 
binden, die also in derselben ,., 

Ebene sich befinden. Die ^. <». 

drei geraden Linien Yi-i, i, 

7f,i4-i, Yi_i,i+i der Figur B schneiden sich in dem dieser 
Ebene entsprechenden Puncte E. Die Projectionen der geraden 
Linien Ti-i>i> Ti'>ifi> Yi- 171+1 schneiden sich somit auch in 
einem Puncte. ^ 

In dem Kräfteplane müssen die Stabspannungen, ) 
welche zu drei ein Fach des Fachwerkes begrenzenden 7 
Stäben gehören, sich in einem Puncte schneiden. \ 

Die Eckpuncte der in den Ebenen Ai liegenden Polygone 
sind diejenigen Puncte jE, welche den in dem Knotenpuncte i 
des Fachwerkes zusammenkommenden Fächern entsprechen. 
Die Seite 71,1+1 des in Ai liegenden Polygones ist einerseits 
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begrenzt dnrcli denjenigen Panct Ei^ welcher dem Fache 
i — 1, i, z ' + 1 des Fachwerkes entspricht, andererseits dorch 
den Punct jBi+i, der zu dem Fache f, i+1, i + 2 gehört. 
Dieselben Eckponcte gehören aber auch zu dem durch die 
Seite. Ti, i+i begrenzten sich in der Ebene Ai^i ergebenden 
Polygone, wie dieses auch sein muss, wenn die Componenten 
der Kräfte Pi und Pi4-i, welche sich in dem Stabe gi^i^i er- 
geben, einander gleich sein sollen. 

Bei der Constructioii des Kräfteplanes ist es nicht erforder- 
lich, das Nullsystem und die beiden Figuren A und B zu con- 
struiren, es genügen vielmehr die beiden hergeleiteten Sätze 
zur Entwerfung desselben. 

Auf Taf. XI ist die Construction des Kräfteplanes ftlr das 
Fachwerk Fig. 1 durchgeführt. Die auf die Knotenpuncte 1 
bis 8 wirkenden Kräfte sind mit P^ bis Pg bezeichnet Die 
Grössen und Richtungen dieser Kräft;e sind aus dem Kräfte- 
polygone (Fig. 2) zu erkennen. In diesem Kräftepolygone sind 
die Kräfte in der vorgeschriebenen Eeihenfolge PjjPg, P5, P,, 
Pg, Pg, P4, Pg angeordnet Die Eckpuncte dieses Kräftepolygones 
sind demgemäss mit (13), (5 3), (7 5), (8 7), (6 8), (6 4), (4 2), 
(12) bezeichnet Bei der Construction des Kräfteplanes ist mit 
einer derjenigen Kräft;e zu beginnen, welche auf einfache 
Knotenpuncte wirken, also entweder mit der Kraft P^ oder 
der Kraft Pg. Es sei mit der Kraft P, begonnen. Die Span- 
nung Si 2 in dem Stabe 1 2 muss dann von dem Eckpuncte 
(1 2) des Kräftepolygones ausgehen, die Spannung Sj g von 
dem Eckpuncte (13) aus. Der Schnittpunct / der durch (12) 
parallel zum Stabe 1 2 und der durch (1 3) parallel zum Stabe 
1 3. gezogenen Geraden ist derjenige Punct, welcher dem ersten 
Fache 12 3 des Fachwerkes entspricht. Die Spannung S^ ^ 
ergibt sich als Zugspannung, die Spannung /S|s als Druck- 
spannung und zwar sind die absoluten Grössen derselben be- 
stimmt durch die Linien: 



S,3 = /,(13). 

Jetzt ist die Zerlegung von Pg durchzuführen. Da die Spannung 
£ig, im Stabe 2 3 durch den Punct I gehen muss, weil der 
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betsreffende Stab 2 3 das erste Fach begrenzt, die Spannung 
^24 im Stabe 2 4 dagegen im Kräfteplane durch (2 4) gehen 
mnss, so ist das für die Kraft P^ sich ergebende Kräfbepolygon 
vollständig bestimmt. Durch I ist eine gerade Linie parallel 
za 23, durch (2 4) eine gerade Linie parallel zu 2 4 zu ziehen. 
Der Schnittpunct derselben sei //. Dann ist: 



S,, = 77,(2 4), 

und zwar ergibt sich S^s als Druckspannung, dagegen £^24 
als Zugspannung. Dem zweiten Fache des Fachwerkes 2 3 4 
entspricht im Kräfbeplane der Punct II. Nunmehr lässt 
sich das Kräftepolygon fllr die Kraft P3 construiren. Von 
demselben sind drei Seiten, nämlich (13), (5 3), (13), /, / // 
bekannt. Die beiden übrigen Seiten sind dadurch bestimmt, 
dass sie parallel zu den Stäben 3 4 und 5 3 sein müssen, und 
dass die Spannung S^^ durch den Punct //, die Spannung 
S5 8 durch den Punct (5 3) gehen muss. Die durch II parallel 
zum Stabe 3 4 gezogene gerade Linie möge sich mit der durch 
(5 3) parallel zum Stabe 5 3 gezogenen Geraden in einem 
Puncte /// schneiden. Dann ist: 



S,, = 111,(03), 

und zwar ergiebt sich ^34 als Zugspannung, dagegen S^^ als 
Druckspannung. Nunmehr lässt sich die Zerlegung von P4, 
dann die von Pg u. s. w. durchfahren. 

In dem Fachwerke Fig. 3, Taf. XI sind die Stäbe 2 4, 
4 5, 6 7 vertical angenommen. Fig. 4 stellt den Kräfteplan 
dar. Die Kräfte Pg, Pß, P7 sind vertical nach abwärts, die 
Kräfte Pj und Pg vertical nach aufwärts gerichtet. Auf die 
Knotenpuncte 2, 4, 6 wirken keine Kräfte. Infolge davon 
gehen die Spannungen: 

g,, = (81),7 7, 
S,, = (8 1), 77 7, 
'S«. = (8 1), VI 

im Ej-äfteplane sämmtlich von dem Puncte (8 1) aus. 

Hcnoeberc Statik der (tarren Systeme, 16 
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Fig. 1 Ta£ XTT stellt ein Fachwerk dar mit Lorieontalen 
Gartangen. Dasselbe ist in den beiden Pancten 1 and 11 ge- 
lagert. Die Kräfte, welche aaf die Knotenponcte 2, 4, 6, 8, 10 
wirken, sind sämmtlich vertieal nach abw&rts gerichtet Die 
Kräfte P^, P^, Pg sind einander gleich angenommen: 

Ferner ist: j 

Die beiden Auflagerreactionen Pj and Pji sind vertieal nach 
aafwärts gerichtet, and zwar ergibt sich: 

Pi=Pn=2P. 

Der Kräfteplan Fig. 2 Taf. XII bedarf keiner weiteren Erläa- 
terang. 

Fig. 4 Taf. XTT ist der Kräfteplan des versteiften Balkens 
Fig. 3. Derselbe ist in den beiden Knotenpnncten 1 and 9 
gelagert. Aaf die Knotenpancte 3, 5, 7 wirken keine Kräftie. 
Die aaf die Knotenpancte 2, 8 and aaf den Knotenpanct (4, 6) 
wirkenden Kräfte sind einander gleich and vertieal nach ab- 
wärts gerichtet angenommen. In dem Knotenpancte 5 treffen 
nar drei, in dem Knotenpancte (4, 6) dagegen fänf Stäbe za- 
sammen. Trotzdem lässt sich das Fachwerk Fig. 3 aas der 
gegebenen Normalform herleiten, indem zanächst an die Stelle 
des einen Knotenpanctes (4, 6) zwei von einander verschiedene 
Knotenpancte 4 and 6 gesetzt werden, die anter sich dorch 
einen Stab 4 6 and beide mit dem Ejiotenpancte 5 darch Stäbe 
4 5 and 5 6 verbanden sind. Dann sind die beiden Knoten- 
pancte 4 and 6 anendlich nahe za rücken. Die . beiden 
Stäbe 4 5 and 5 6 fallen in den einen Stab zusammen. Der 
Knotenpanct 5 geht in einen zweifiu^hen Knotenpanct über, 
während infolge des Zasammenfallens der Knotenpancte 4 and G 
ein vierfacher Ejiotenpanct entsteht. Im vorliegenden Falle 
vereinfacht sich die Constraction, da in Bezag aaf den Stab 
5, (4, 6) das Fachwerk symmetrisch angeordnet ist and ansser- 
dem die Kräfte symmetrisch vertheilt sind. 

Das Hängwerk Fig. 5 aaf Taf. XII ist in den beiden Knoten- 
pnncten 1 and 13 gelagert Aaf die Knotenpancte 3, 5, 7, 9, 11 
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wirken keine Ejräfle. Die Kräfte in den Knotenpnncten 2, 4, 
10, 12 wie in dem Knotenpuncte (6, 8) sind vertical nach ab- 
wärts gerichtet und einander gleich angenommen. Der Kräfte- 
plan Fig. 6 bedarf keiner Erläuterung. 

Fig. 8 (Taf. XII) ist der Kräfteplan des Dachstuhles Fig. 7. 
Derselbe bedarf keiner Erläuterung. 

In sämmtlichen Fachwerken sind die auf Druck bean- 
spruchten Stäbe durch doppelte Linien markirt. Bei den 
Kräfteplänen Fig. 2 und Fig. 4 auf Tafel XI sind auch die 
Dmckspannungen durch doppelte Linien gekennzeichnet, ebenso 
in dem Kräfteplane Fig. 6 auf Taf. XII. In den Kräfl»plänen 
Fig. 2, Fig. 4 und Fig. 8 ist dieses nicht geschehen, da in 
denselben sich mehrere Spannungen decken. 



9. Capitel. 
Das räumliche Facliwerk. 

§ 42. 
Bedingungen fOr das kinematisch bestimmte, rftumKche Fachwerk. 

Das räumliche Fachwerk lässt sich in analoger Weise wie 
das ebene behandeln. 

Die Gelenke, durch welche die Stäbe in den Knotenpnncten 
verbunden sind, sind bei dem räumlichen Fachwerke sämmtlich 
als Kugelgelenke anzusehen. Daraus folgt von vornherein, 
dass das räumliche Fachwerk keinen einfachen Knotenpunct 
besitzen kann, wenn es kinematisch bestimmt sein soll, da, 
falls ein einfacher Knotenpunct C existirte, der durch Stäbe 
mit zwei anderen Knotenpnncten Ä und B verbunden ist, eine 
Drehung des Systemes AC B um ^ JB als Axe und damit im 
Allgemeinen eine Veränderung der Lage des Knotenpunctes C 
möglich wäre. 

Es sei ein räumliches Fachwerk von n Knotenpnncten und 
ifn Stäben gegeben. Die Coordinaten von zwei Knotenpnncten, 
die durch einen Stab mit einander verbunden sind, seien: 

x\,y\^Zi und x^^y\,^Z)^\ 

16* 
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Dann wird zwischen diesen Coordinaten eine Selation bestehen: 

1. {xi - x^y + {yi - T^Y + (zi - z^y = fek«, 

wenn Zik die Länge des betrefienden Stabes bezeichnet Der- 
artige Gleichungen sind ebenso viele vorhanden wie Stäbe, 
also m. 

Die virtuellen Yerrücknngen der Knotenponcte seien: 

*^,S2/i, S^Ti, resp. 8ak,8yk, S^Tk. 

Somit folgen ans 1 : 

2. {x\ — rrk) (Srci — 8xk) + {y\ — y\) {Syi — 8 j/k) 

-F {zi — Zk){Szi — 8zk) = 

m lineare homogene Gleichungen für die 3n virtuellen Ver- 
rückungen der Knotenpuncte. 

Es ist das Coordinatensystem relativ zum Fach werke fest- 
zulegen. Zu dem Behufe sei der Knotenpunct x^ y^ z^ zum 
Nullpuncte des Coordinatensystemes angenommen, die a:-Aze 
durch den Punct' x^ y^ z^ und die Coordinatenebene 2r = in 
die Ebene der drei Knotenpuncte x^ y^ z^ , x^ y^ z^ und x^ y^ z^ 
gelegt Dann ist: 

^1=0, ^1=0, z^=0, ^2=0, z^ = 0, ^8=0, 
SrCj =0, 8^1 =0, 8^1 =0, 8?/2=0, 8£rj,=0, nz^ = Q. 

Nach dieser Pixirung des Coordinatensystemes kommen in den 
Gleichungen 1 nur noch 3n — 6 Coordinaten von Knoten- 
puncten und in den Gleichungen 2 demgemäss nur ^n — 6 
virtuelle Verrückungen derselben vor. In Bezug auf die letz- 
teren sind die Gleichungen 2 linear und homogen. 

Soll das räumliche Fachwerk ein kinematisch bestimmtes 
sein, so darf den Gleichungen 2 nur genügt werden, wenn 
sämmtliche virtuellen Verrückungen gleich Null sind. Daraus 
folgt, dass die Zahl der Gleichungen 2 im Allgemeinen nicht 
kleiner sein darf, als die Zahl der virtuellen Verrückungen. 

Bei einem kinematisch bestimmten, räumlichen Fach- 
werke ist sie Zahl der Stäbe im Allgemeinen grösser oder 
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Es kann sein, dass ein räumliches Fachwerk kinematisch 
bestimmt ist, trotzdem es weniger als 3n — 6 Stäbe besitzt, 
doch möge auf solche extreme Fälle, wie dieses auch bei der 
Behandlung des ebenen Fachwerkes geschehen ist, keine Rück- 
sicht genommen werden. 

Besitzt ein räumliches Fachwerk von n Knotenpuncten 
die minimale Zahl: 

3. r/i = 3 li — 6 

der Stäbe, welche es um kinematisch bestimmt zu sein im All- 
gemeinen haben muss, so möge das Fach werk ein einfaches 
genannt werden, dagegen ein zusammengesetztes, wenn: 

w > 3 /i — 6 . 

Die Untersuchung soll sich nur auf die einfachen, räum- 
lichen Fachwerke erstrecken. 

Die Bedingung, dass den Gleichungen 2 nur genügt wird, 
wenn sämmtliche virtuellen Verrückungen gleich Null sind, 
welche erforderlich ist, um das einfache Fachwerk zu einem 
kinematisch bestimmten zu machen, ist jedenfalls erfüllt, wenn 
die Eliminationsdeterminante D der Gleichungen 2 einen 
von Null verschiedenen Werth besitzt. 

Ist der Bedingung : ri> f\ 

genügt, so können die Gleichungen 1 in Bezug auf die Coor- 
dinaten x\,yij zi der Knotenpuncte aufgelöst werden. Bei einem 
kinematisch bestimmten, einfachen und räumlichen Fach- 
werke lassen sich die Goordinaten der Knotenpuncte als 
Functionen der Stablängen ausdrucken. 

Ist das räumliche Fachwerk kinematisch unbestimmt^ so 
müssen von Null verschiedene virtuelle Verrückungen der 
Knotenpuncte existiren, welche den Gleichungen 2 genügen. 
Dies ist nur möglich, sobald: 

i) = 0. 

Es kann sein, dass das räumliche Fachwerk als ein kine- 
matisch bestimmtes zu betrachten ist, trotzdem die Elimina- 
tionsdeterminante Z> den Werth Null erhält. Wie bei den 
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ebenen Fachwerken tritt dieser Fall auf, wenn die eine der 
Stablängenden durch die übrigen Stablängen bedingten maxi- 
malen oder minimalen Werth besitzt. 

Solche kinematisch bestimmten, einfachen und räumlichen 
Fachwerke, für welche -^ 

sollen als bestimmte, räumliche Fachwerke bezeichnet wer- 
den, da sich ergeben wird, dass nur diese Fachwerke statisch 
bestimmt sein können. 

Aus der für die einfachen, räumlichen Fachwerke gelten- 
den Gleichung: m = 3n-6 

lassen sich die für die folgenden Betrachtungen fundamentalen 
Sätze herleiten: 

Die Durchschnittszahl der Stäbe des Fachwerkes, welche 
in einem Knotenpuncte zusammenkommen, ist: 

2 m 
p = 
n 

Für das einfache, räumliche Fachwerk ergibt sich: 

» = 6 ) 

n 

für w = 4 wird: ^ 

für w = 6 wird: 

jrj = 4, 

für 6<n<ri2: 

fürn=12: ^ 

p = o 

und für w>12: . ^ ^^ 

5<p<6. 

Da ein bestimmtes, räumliches Fachwerk keinen einfachen 
Knotenpunct besitzen kann, so folgen die Abätze: 

Das bestimmte, räumliche Fachwerk von vier Knoten- 
puncten hat lauter zweifache Knotenpuncte. 

Das bestimmte, räumliche Fachwerk von vier Knoteu- 
puncten wird somit durch die Kanten eines Tetraeders gebildet, 
dessen Eckpuncte nicht in einer Ebene liegen. 

Das bestimmte, räumliche Fachwerk von weniger als 
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zwölf Enotenpuncten besitzt jedenfalls wenigstens einen 
zweifachen oder dreifachen Enotenpunct. 

Das bestimmte^ räumliche Fachwerk von mehr als elf 
Knotenpuncten hat jedenfalls wenigstens einen zweifachen, 
dreifachen oder vierfachen Enotenponct. 

§ 43. 
Methoden zur Bildung vtn bestimmten, räumlielien Facbwerken. 

Es seien zwei bestimmte, räumliche Fachwerke von Wj und 
Wg Knotenpuncten gegeben. Das Fachwerk von w^ Knoten- 
puncten wird: m,=3n,-6 

tuid das von n^ Knotenpuncten: 

W2, = 3 n^ — 6 

Stäbe besitzen. 

Durch Einzufügen von weiteren Stäben lassen sich diese 
beiden Fachwerke zu einem einzigen bestimmten, räumlichen 
Fach werke von W| + ?tg Knotenpuncten vereinigen. Da ein 
bestimmtes, räumliches Fachwerk von n^ ~h ^2 Knotenpuncten: 

w = 3 (wj + ^2) — 6 

also: , , ^ 

m = m^ + Wg + 6 

Stäbe hat, so sind sechs Stäbe hierbei erforderlich. Jeder dieser 
Stäbe muss einen Knotenpunct des Fach Werkes von 71^ Knoten- 
puncten mit einem Knotenpuncte des Fachwerkes von n^ Knoten- 
puncten verbinden. Die sechs Stäbe dürfen jedoch nicht will- 
kürhch angenommen werden« Aus der Bedingung: 

folgt, dass diese sechs Stäbe eine solche allgemeine Lage 
besitzen müssen, dass je fünf derselben als sich selbst ent- 
sprechende Linien ein Nullsystem bestimmen, dem die sechste 
nicht als eine sich selbst entsprechende Linie angehört. Ein 
Beweis dieses Satzes soll nicht gebracht werden, da sich später 
ergeben wird, dass nur bei dieser Lage der Stäbe das Fach- 
werk von rii -j- ^^2 Knotenpuncten ein statisch bestimmtes sein 
kann. 
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Umgekehrt kann es sein, dass ein bestimmtes, räumliches 
Fachwerk bei Wegnahme von sechs Stäben wieder in zwei 
bestimmte, räumliche Fach werke zerfällt; im Allgemeinen wird 
jedoch eine derartige Zerlegung eines bestimmten, räumHchen 
Fachwerkes nicht möglich sein. 

In analoger Weise, wie dieses für die ebenen Fachwerke 
geschehen ist, sollen die bestimmten, räumlichen Fachwerke von 
71 Enotenpuncten auf bestimmte, räumliche Fach werke von n — 1 
Enotenpuncten zurückgeführt werden. 

Ist ein bestimmtes, räumliches Fachwerk von n Knoten- 
puncten gegeben, so lässt sich aus demselben ein bestimmtes, 
räumliches Eachwerk von n -{- l Knotenpuncten herleiten, in- 
dem irgend ein Punct als n + Iter Knotenpunct und zwar 
als zweifacher fixirt wird und von demselben Stäbe nach drei 
beliebigen Knotenpuncten A^ B und C des Fachwerkes von 7i 
Knotenpuncten geführt werden. Hierbei ist die Wahl der 
Puncte A^ B und G lediglich an die eine Beschränkung ge- 
knüpft, dass dieselben nicht in einer geraden Linie sich be- 
finden. Der Punct darf nicht auf der Ebene ABC liegen. 
Wäre der Punct auf der durch A^ B und C bestimmten Ebene 
angenommen, so würde das Fachwerk zwar ein kinematisch 
bestimmtes sein, es müsste aber zu der speciellen Gruppe von 
kinematisch bestimmten Fachwerken gehören, für welche 

Z) = 
ist. 

Besitzt umgekehrt ein bestimmtes, räumliches Fachwerk 
von n Knotenpuncten einen zweifachen Knotenpunct 0, der 
durch Stäbe mit drei anderen Knotenpuncten A^ J5, G verbun- 
den ist, so werden die Puncte Aj B, G nicht auf einer geraden 
Linie und der Punct wird nicht auf der Ebene AB G liegen 
können. Bei Wegnahme des Knotenpunctes und der drei 
Stäbe OA^ B, G entsteht aus dem Fachwerk von n Knoten- 
puncten ein bestimmtes, räumliches Fach werk von n — 1 Knoten- 
puncten. 

Hiermit ist für den Fall, dass ein bestimmtes, räumliches 
Fachwerk von n Knotenpuncten einen zweifachen Knotenpunct 
besitzt, die Beduction desselben auf ein bestimmtes, räumliches 
Fachwerk vo» n — 1 Knotenpuncten durchgeführt. Umgekehrt 
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ist eine Methode gegeben, mit Hülfe welcher aus dem einfach- 
sten bestimmten, räumlichen Fachwerke (dem Tetraeder) Fach- 
werke von beliebiger Knotenzahl hergeleitet werden können. 

Es sei ein bestimmtes, räumliches Fach werk von wKnoten- 
puncten gegeben, welches keinen zweifachen Knotenpunct be- 
sitzt. Dann wird jedenfalls ein dreifacher oder ein vierfiBWjher 
Knotenpunct existiren. Es möge ein dreifacher Knotenpunct 
vorhanden sein, welcher durch Stäbe mit vier Knotenpuncten 
AjBjC^D verbunden ist. Dann ist klar, dass bei 'Wegnahme 
des Knotenpunctes und der vier Stäbe OAj OB, C, OD 
relative Verschiebimgen der vier Puncto A, B, C, D im. All- 
gemeinen möglich sind, denn sonst würde das bei Wegnahme 
dieses Knotenpunctes und der vier Stäb^ entstehende Fach- 
werk ein kinematisch bestimmtes sein, trotzdem dasselbe bei 
n—1 Knotenpuncten: 

3/1—10 

statt: 

3w-~ 9 

Stäbe besitzt. 

Es ist natürlich nicht gesagt, dass nach Wegnahme des 
Knotenpunctes Verrückungen möglich sind, durch welche 
sämmtliche Laugen: 

AB, AG, AD, BC, BD, CD 

eine Aenderung erleiden, jedenfalls wird aber eine dieser 
Längen eine Aenderung erfahren können. v 

Nach Wegnahme des Knotenpunctes soll bei der Strecke 
A B eine Aenderung möglich sein. Der Punct A sei zum 
NuUpuncte des Coordinatensystemes, die Linie A B zur x-Axe 
und die Ebene ABC zur Ebene ^ = gemacht. Die Coor- 
dinaten der Puncto A, B, C, D seien: 

^1 Vi ^1 ) ^2 1/2 ^2 y ^3 1/3 ^a 1 ^4 1/4 ^4 • 
Dann ist: 

^1 =0, 2/1 = 0, z, =0, 2/3 == 0, z^ = 0, z^ = 0, 
6.T, =0, 6y, =0, Sz^ =0, 82/2=0, 8z^=0, 8^3=0. 

Die Coordinaten des Punctes seien $, >), C. 
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Die vier in zasammenkommenden St&be fiefem die Be- 
diognngen: 



1. { 



U4 - x,Y + (T, - y,y + (c - z,y = l,'; 



ausserdem werden, da das Fachwerk 3n — 6 Stäbe besitzt, noch 
3 n — 10 Relationen: 



1 a. (rci — rck)* + (j/i — yk)' + (^ — -^k)* = hk 



2 



vorhanden sein, in denen die Coordinaten £| t], C des Ponctes 
nicht vorkommen. 

Aus den Gleichungen 1 ergibt sich: 

und somit bei Elimination von 86, 8yj, 8C 

2. {i — x^)iz^liy^—-iiXjJ + tilx^y^ — x^yj,'\)Sx^ + 

+ x^(i—x^){yi2^—ti7j^)Sx^ + x/{yi-y^){yiz^-t:y^)8y^ + 
+ ^8 2/3 C (S — x^) 8x4 + o^a ^8 C (tj — y^) 8y^ + 

+ ^2^8 C(C — -2^4) 8^4=0. 

Aus den Gleichungen 1 a folgen 3 w — 10 Relationen von 
der Form: 

2a. {xi — Xk) {8xi — Sxk) + (j/i — yk) (8yi — 8^k) + 

+ (^i — ^k) (8^i — 8^k) = 0, 

in welchen 8$, 87], 8C nicht vorkommen, sondern nur die 
3n — 9 Verrückungen der übrigen Knotenpuncte. 

Aus den 3 n — 10 Gleichungen 2 a seien sämmtliche vir- 
tuellen Yerrückungen mit alleiniger Ausnahme von 8x^, Sx^, 
^ysj 8^4> 8^4) ^^^4 eliniinirt. Die Elimination führt auf fünf 
Gleichungen von der Form: 
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a 8x3+6 Sa-g + c Syg + d hx^-\-e Sy^^f 8z^^0, 

a Sx^+b' 8.T3+C 87/3 +rf' Sx^-l-e ^y^-^f 8^^=0, 

3. { a" hx, + V ^x^^-c" 8y,+cr Sx. + e" hj,+r 8^, =0, 

a" 8.^3 + 6'" 8.T3 +€"' 8y, + d- 8x, +e'' Sy, +r Sz, = 0, 

l a'^'Sx, + b^^'Sx, +rSy, + crSx.+e'^hj, +r «^4 = 0, 

deren Coefficienten nicht von £,*»!, C, sondern nur von den Coor- 
dinaten der übrigen Enotenpuncte abhängen. 

Da das Fachwerk von 7i Knotenpuncten ein bestimmtes 
sein soll, muss die Eliminationsdeterminante D der Gleichungen 
2 und 3 einen von Null verschiedenen Werth besitzen. 

Die Determinanten: 
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seien mit Dj, Dg, D3, B^^ D5, D^ bezeichnet. Dann ist: 

4. I) = {i — x^){z^\iy^—'f\x^'\ + ^[x^y^ — x^yJ)Dy^ 

+ x^ {i — x^) (riz^—^y^) D« + x^ (1—2/3) (-n^A — ^y^) I> 

+ ^a2/8C(S— ^4) -04 + ^2 2/3^(1— 2/4) ^5 + ^2 2/8C(C-^4)i>6- 

Bei Weglassung des Knotenpunctes und der Stäbe 0-4, 
5, C^ OD sind nach Annahme virtuelle Verrückungen 80^3 
möglich. Infolge davon muss: 

sein, wenn nicht Dj, Dg, -Ds, -D4, Db, B^ sämmtlich gleich Null 
sind, was ausgeschlossen ist, da sonst: 

i) = 0, 

aJso das Fachwerk von n Knotenpuncten kein bestimmtes sein 

könnte. 

Bei Wegnahme des Knotenpunctes und der vier Stäbe 

A^ OBj Cj OD entsteht aus dem gegebenen Fach werke 
von n Knotenpuncten ein solches von n — 1 Knotenpuncten 



und 



3m— 10 
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Stäben, also ein Fachwerk, welches einen Stab zu wenig be- 
sitzt, um bestimmt sein zu können. Die virtuellen Verrückungen 
der Knotenpuncte dieses Fachwerkes von n — 1 Knotenpuncten 
sind lediglich an die Gleichungen 3 geknüpft. Um diesem 
Fachwerke die nöthige Zahl der Stäbe zu ertheilen, seien die 
Knotenpuncte Ä und B durch einen Stab verbunden. Es er- 
gibt sich dann die Bedingung: 

8x^=0 

und die Gleichungen 3 reduciren sich auf: 

'6 8x^ + c Sj/a+d Sx^+e ^y^+f 8^^=0, 

V 8^3+ c 82/8+ d' 8x^-\-e 8y^+f 82^=0, 

5. W ix^+c" 82/3 +d'' hx.+e" 8t/,+r 8^,=0, 

b'^ 8.X3 4-^^ 82/3 +dr 8x,+e"' iy, +r 8;^, =0, 

.&""8rr3 + c'"82/3+d""8a;,+e'"'S2/,+/^'^8^^ = 0. 

Das aus dem gegebenen Fach werke von Ji Knotenpuncten 
gebildete Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten ist wieder ein 
bestimmtes, da die Eliminationsdeterminante D, der Gleichun- 
gen 5 einen von Null verschiedenen "Werth besitzt. 

Hiermit ist für den Fall, dass das vorliegende bestimmte, 
räumliche Fachwerk von n Knotenpuncten einen dreifachen 
Knotenpunct hat, die Reduction desselben auf ein bestimmtes, 
räumliches Fach werk von n — 1 Knotenpuncten durchgeftihrt. 

Umgekehrt liefert die beschriebene Methode ein Mittel, 
um aus einem bestimmten, räumlichen Fachwerke von n — 1 
Knotenpuncten ein bestimmtes, räumliches Fach werk von n Kno- 
tenpuncten herzuleiten: 

Es sei ein bestimmtes, räumliches Fachwerk von n — 1 
Knotenpuncten gegeben. Vier Knotenpuncte desselben seien 
A, By Gj D, und zwar seien die beiden Knotenpuncte Ä und B 
durch einen Stab mit einander verbunden. Das Coordinaten- 
system möge in der früheren Weise gewählt sein, so dass also: 

^i =0, ^1 = 0, z^ =0, y^= 0, z^ =0, 03 = 0, 

wo .Ti,j/i,0i, a;^, 2/2,^2, .Tg, 2/3, 08, x^,y^,z^ wieder die Coor- 
dinaten der vier Knotenpuncte A^ B, C, D bedeuten. 
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Au8den 3(n-l)-6 

Gleichnngen von der Form: 

welche für das Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten bestehen, 
seien sämmÜiche Yerrückungen mit Ausnahme von: 

SrCg, 8ya» 8^4» ^Vaj ^^a 

eliminirb Die Eliminatioii führt auf fünf Gleichnngen von der 
Form: 

b 8x^ + c 8y,-\-d 8x^ + e Su*+f 82^ = 0, 
.V 8x, + c' Sy, + d' Sx^-^e' ^y^+f S2<=0, 
h' Bx^ + c' Sj^g + d'Sx. + e'Sy.+r 8^,=0, 
r Sa;« + c- Sy, + d" Sx, + e" 8y, +/* 8^, = 0, 
&"" 8x^ ^c'-iy^+d'- 3x, + e- Sy, +r 8^* = 0, 

deren Eliminatioxfsdeterminante D^, da das Fach werk ein be- 
stimmtes sein soll, einen von Null verschiedenen Werth besitzt. 

Wird in diesem Fachwerke der Stab A B weggelassen, so 
entsteht ein unbestimmtes Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten 
nnd 3 w — 10 Stäben, bei welchem die Verrtickungen der Kno- 
tenpuncte A, B, C, D s,n die sich aus den obigen Gleichungen 
bei Hinzufügen von Gliedern aSrCg, a'Sx^j ... ergebenden 
Gleichungen: 

a Sx^-^-b Srcg + c Sf/g + rf Sx^-j-e ^y^+f Zz^=^0, 
a' 80^2+6' Sojg + c' 8^8 + d' hx^ + e' Sy^+f 8^^=0, 
a" 8x,-{-r Sx.+c" Sy. + d" Sx. + e" 8y,+r 8^4=0, 
a- 8x^ + b"' 8x, + c'^ Sy, + (r Sx. + e'" 8y,+r 8^4=0, 
a*^ SiTa + &'" 8rr3 + c'" 8^3 + dT ix^ + e'" 8t/^ ^r^^A = 

gebunden sind. 

Es sei nun ein Punct mit den Coordinaten S, if], C als 
n ter Knotenpunct angenommen und durch Stäbe mit den Kno* 
tenpuncten Ay B^ G^ D verbunden. Das so entstehende Fach- 
werk wird ein bestimmtes sein, wenn der Ausdruck: 
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D = {i — X^) (z^ [£^8 — TQ^s] + C [r»8 2^4 - ^4 yz\) A 

+ i3?2 (4 — x^) {yiz^ — ZyJ B^ + ^2 (T — J/s) ('»1^4 — Cj/J A 
+ ^22/3 C (5~a;J i)^ + r»2 2/8 C (1—^4) A + .'a?2?/8 C(C— ^4) -^6 

einen von Null verschiedenen Werth hat. 

Liegen die vier Puncte -4, 5, (7, D auf der nämlichen Ge- 
raden, ist also: y^ = 0, J/,=0, Z,=0, 

SO ist: D = 0, 

wie auch der Punct S y] C gewählt wird. Das Pachwerk ist 
nicht bestimmt. Ist dieser Fall ausgeschlossen, so ist das Fach- 
werk von n Knotenpuncten im Allgemeinen bestimmt; es wird 
allein unbestimmt, sobald der Punct auf der durch die Puncte 
A^ By C^ D gehenden Fläche zweiten Grades: 

= (S — x^) {z^ [£ j/g —-qx^] + C [.T3 y^ — x^ y^]) D^ 

+ x^{i — x^) (riz^ — C«/J 7)2 + x^ (7] — 2/3) (t)0^ — C j/J D3 
+ a^a^/a C (6— .xj D^ + ^22/8 C (l— 2/4) -D5 + .'^22/3 C (C— ^4) ^6 

sich befindet. 

Es möge jetzt ein bestimmtes, räumliches Fachwerk von 
n Knotenpuncten gegeben sein, welches weder einen zweifachen 
noch einen dreifachen Knotenpunct besitzt. Dann wird jeden- 
falls ein vierfacher Knotenpunct vorhanden sein. Derselbe 
sei durch Stäbe mit den fünf Knotenpuncten Äj B, G, D^ E 
verbunden. Diese fünf Knotenpuncte können natürlich nicht 
in einer geraden Linie sich befinden. 

Es soll dieses bestimmte, räumliche Fachwerk von n Kno- 
tenpuncten mit einem vierfachen Knotenpuncte zurückgeführt 
werden auf ein bestimmtes, räumliches Fachwerk mit denselben 
n Knotenpuncten, für welches jedoch der Punct ein drei- 
facher Knotenpunct ist. 

Wird einer der in zusammenkommenden Stäbe, z. B. der 
Stab C weggenommen, so entsteht ein Fachwerk, welches bei 
n Knotenpuncten nur 3 7i — 7 Stäbe hat, also jedenfalls ein 
unbestimmtes sein muss. Es werden in diesem Fachwerke Ver- 
rückungen möglich sein, durch welche wenigstens eine der 
Entfernungen der fünf Knotenpuncte A, By 0, D, E sich än- 
dert Nach Wegnahme des Stabes G soll sich die Entfernung 
der Puncte A und B ändern können. Die Coordinaten des 



Die Zerlegung der Kräfte und das einfache Fachwerk. 



255 



Punctes seien £, if], C, diejenigen der fänf Pnncte Aj B, 0, D, E 
seien x^ViZ^^ ^s ^a ^2) * • • ^^ Ooordinatensystem möge in 
früherer Weise angenommen sein, so dass: 

^1=0, ^1=0, ^1=0, 1^2=0, 5:a=0, 2:3=0. 

Der Stab G liefert die Bedingung: 



ii-x,r + {'fi-y,)' + ti' = l 



3 



ans welcher folgt: 

6. (€-a;.) (SS-Sa;,) + (kj-j^,) (8t)-Sy,) + CSC = 0. 

Ausserdem werden fär das gegebene Fachwerk von n Kno- 
tenpuncten und 3 n — 6 St&ben noch 3 w — 7 Belationen von 
der Form: 

bestehen. Ans denselben seien sämmtliche virtuellen Yer- 
rüekungen mit Ausnahme von Srr^, S^s, Sy^, 3£, Sy], SC elimi- 
nirt. Die Elimination führt auf fünf in Bezug auf Sx^, ^x^j 
^ysi^ii^'^9^^ lineare und homogene Gleichungen: 

a Sx^ + b Sa^a+c Sy^ + d H + e 8y]+/- 8C==0, 

a' So^a + ft' Sx^+c' 8^8 + ^' 82+e' «l+r 8C = 0, 

7. ^ a' 8x^'\'b'' Sx^-^-c" St/g + d" 84 + «" 8^+r 8C = 0, 

a" Srcg + ft" 8rr3 + c" 8^3 + 0'^ 8S+a" 8y]+/^ 8C = 0, 

U'"8rc2+&""8tr3 + c'"8j/3-fd'"8£ + e""87]4-/^8C = 0. 

Da das gegebene Fachwerk von n Knotenpuncten ein be- 
stimmtes sein soll, so muss die Eliminationsdeterminante aus 
den Gleichungen 6 und 7 einen von Null verschiedenen Werth 
haben. Dies ist nur möglich, wenn nicht sämmtliche der sechs 
Determinanten : 
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Bei Wegnahme des Stabes G äXLi die Gleichung 6 weg, 
und es bleiben somit nur die fünf Gleichungen 7 übrig. Aus 
denselben folgt: 

8x^=\D^, Sx^='kD^, 8y^=XD^, 8e=XD^, S7i=\D^, 8t:=\D^. 

Da die sechs Determinanten Dj, Dg, Dg, D^, Dg, D^ nicht sämmt- 
lich gleich Null sind, also X nicht unendlich gross sein kann, 
und nach Annahme bei Wegnahme des Stabes C virtuelle 
Yerrückungen Sx^ möglich sind, so folgt: 

Bei dem durch Wegnahme des Stabes entstehenden 
Pachwerk von 7i Knotenpuncten und 3 n — 7 Stäben seien die 
beiden Knotenpuncte Ä und B durch einen Stab verbunden. 
Zu den Gleichungen 7 tritt die Gleichung: 

8x^=0 

hinzu. Die Gleichungen 7' reduciren sich daher auf: 

b 8x^+c Sy^-\-d 8i + e 8yj. + /- 8C = 0, 
6' 8x^+c' 8y^ + d' 8i + e' 87j+/^ 8C = 0, 
b" 8x^ + 0" 8y^ + d'' 8^ + 6" 87] + r 8C = 0, 
r 8x^ + c'' 8s^3 + d'^ 84 + ^-' 871+r 8C = 0, 
&"" 8.T3 + c'" 82/3 + d"" 8g + e"" 87] +/^ SC = 0. 

Das Fachwerk ist ein bestimmtes, da die Eliminationsdeter- 
minante dieser Gleichungen gleicb D^ ist, also einen von Null 
verschiedenen Werth hat. Nachdem so das Fachwerk von 
n Knotenpuncten mit einem vierfachen Knotenpuncte auf ein 
bestimmtes räumliches Fachwerk von n Knotenpuncten mit 
einem dreifachen Knotenpuncte reducirt ist, lässt es sich nach 
der früheren Methode auf ein bestimmtes, räumliches Fachwerk 
von n — 1 Knotenpuncten zurückfahren. Hierbei kommt der 
Knotenpunct und jeder der vier Stäbe OÄ, OB^ OD^ OE 
in Wegfall, dagegen sind zwei der vier Puncto A^ B^ Dj E 
und zwar zwei solche Puncto, welche bei Wegnahme des Knoten- 
punctes ihre gegenseitige Lage verändern können, durch 
einen Stab zu verbinden. 

Es sei umgekehrt ein bestimmtes, räumliches Fachwerk 
von n — 1 Knotenpuncten gegeben. Dann lässt sieb aus dem- 
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selben ein bestmuntes, räumliches Faohwerk von n Enoten- 
puncten herleiten, welches einen vierfachen Enotenpunct besitzt. 

Es seien fänf nicht in einer geraden Linie liegende Knoten- 
pnncte Ä^ B, CjD,E des Fach Werkes von n — 1 Knotenpuncten 
fizirt, nnd zwar seien zwei Paare dieser fOnf Enotenpnncte 
z. B. AB und G D durch Stäbe verbunden. Werden dann 
nach Weglassung der beiden Stäbe Ä B und C D die fänf 
Knotenpuncte A, B^ C, D^ E durch Stäbe mit einem beliebigen 
Pnncte verbunden, so ist das entstehende Fachwerk von n 
Knotenpuncten mit dem vierfachen Enotenpnncte im Allge- 
meinen ein bestimmtes. Es lässt sich leicht und zwar in ana- 
loger Weise, wie dieses fär einen hinzugefügten dreifachen 
EnotenpTinct geschehen ist, untersuchen, bei welcher speciellen 
Lage von das Fachwerk von n Knotenpuncten aufhört ein 
bestimmtes zu sein, trotzdem das angenommene Fachwerk von 
n—l Knotenpuncten ein bestimmtes ist. Die Untersuchung 
fahrt auf das Besultat, dass das Fachwerk von n Knoten- 
puncten nur dann kein bestimmtes ist, wenn auf einer ge- 
wissen Fläche vierten Grades liegt, auf der sich die Puncte 
Aj B, C, 2), E befinden. Die Au&tellung der Gleichung dieser 
Fläche vierten Grades bietet keine Schwierigkeiten. 

Durch diese Betrachtungen ist die Aufgabe gelöst, jedes 
bestimmte, räumliche Fachwerk von n Ejiotenpuncten auf ein 
bestimmtes, räumliches Fachwerk von n — 1 Ejiotenpuncten 
zmUckzuführen. Da die hergeleiteten Methoden genügen, um 
ein bestimmtes, räumliches Fachwerk von n Knotenpuncten 
auf ein bestimmtes, räumliches Fachwerk von n — 1 Knoten- 
puncten zu reduciren, so genügen sie auch umgekehrt, um 
sämmtliche bestimmten, räumlichen Fachwerke von n Knoten- 
puncten herzuleiten, wenn diejenigen von n — 1 Knotenpuncten 
sämmtlich gegeben sind. Es ist somit auch die Aufgabe in 
voller Allgemeinheit gelöst, alle bestimmten, räumlichen Fach- 
werke, welche eine vorgeschriebene Zahl von Ejiotenpuncten 
haben, aus dem einfachsten bestimmten, räumlichen Fachwerke, 
dem Tetraeder, herzuleiten. Gleichzeitig ist eine Methode ge- 
geben, mit Hülfe welcher bei einem vorliegenden räumlichen und 
einfachen Fachwerke entschieden werden kann, ob dasselbe ein 
bestimmtes ist oder nicht. 

Henneberg, Sutik der eUrren Systeme. 17 
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§ 44. 
Herleitung der Spannungen im bestimmten, rftumlicben Fachwerke. 
Die Coordinaten der Knotenpimcte seien wieder Xi,yij Zi 

die Componenten der anf die Knotenpimcte wirkenden Kräfta 
Die Kräfte Xi Yi Z\ sollen unter sich im Gleichgewichte 
stehen, es müssen somit die Gleichungen: 

2X1 = 0, 

erfüllt sein. 

Der Knotenpnnct Xi y\ z\ sei mit dem Knotenpnncte X\ y\ Z\^ 
durch einen Stab von der Länge fek verbunden. 

Bei der Zerlegung der auf den iten Knotenpunct wirken- 
den Kraft X\Y\Zi in Componenten, welche* in den Stäben 
liegen, die in dem Knotenpuncte X\ y\ z\ zusammenkommen, 
ergibt sich in dem Stabe Zik eine Kraft, deren Componenten 
sich schreiben lassen: 

^. Xj — X), ^ Vi — yk n Z{—Zk 

^i k j > *Ji k -. > Oi k -. 

kk k\i A k 

Hierbei ist klar, dass der absolute Werth des Factors Äk 
den absoluten Werth der Spannung im Stabe Iw bezeichnet, 
und dass S\ k einen positiven Werth besitzt, sobald der Stab l\ k 
auf Zug beansprucht wird, im anderen Falle einen negativen. 
Werden umgekehrt mit S\\ die Spannungen bezeichnet in 
den Stäben l\ k und dieselben positiv eingeführt, sobald sie Zug- 
spannungen sind, im anderen Falle negativ, so sind: 

^ Xi — x^ ^ j/ i — yk o gj — ^k 

Oi k — ; » Oi k —. 1 Oi k — -, 

^ k ^i k kk 

die Componenten derjenigen Kraft, welche sich bei der Zerle- 
gung von Xi Fi Z\ in dem Stabe Zi k ergibt. 
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Jeder Knotenpnnct XiyiZi liefert die GUeiohnngeii: 

yr Y^^ Xi — x^ 

Zi=^j Oik — -, > 

k lik 

wobei die Summation über sämmtliche Puncte x^ «/k Zk zu er^ 
strecken ist, welche mit dem Knotenpuncte X{ yi z\ durch Stäbe 
verbanden sind. 

Besitzt das Fachwerk n Ejiotenpuncte und m Stäbe, so 
sind 3w Gleichungen von der Form 2 vorhanden, in denen 
die m Spannungen Sik vorkommen. Da aber die 3 n Gleichun- 
gen sich infolge der G leichungen 1 auf 3 w — 6 von einan- 
der unabhäiigige Gleichungen reduciren, so muss die Zahl der 
Stabe: 3 n - 6 

betragen, wenn die Spannungen S\k bei beliebiger "Wahl des 
Kräftesystemes Xi Fi Z\ eindeutig bestimmt sein sollen. Es 
folgt der Satz: 

Damit ein räumliches Fachwerk statisch bestimmt sein 
kann, muss dasselbe ein einfaches sein. 

Es ist die Aufgabe zu lö^en: 

1) nachzuweisen, dass jedes bestimmte, räumliche Fach werk 
statisch bestimmt ist, wie auch das Kräftesystem Xi Fi Z\ an- 
genommen wird, 

2) nach Annahme des Kräftesystemes Xi Y\ Z\ die Span- 
nungen *Sik im bestimmten, räumlichen Fachwerke zu finden. 

Es soll eine nie im Stich lassende Methode zur Bestim- 
mung der Spannungen im bestimmten, räumlichen Fachwerke 
hergeleitet werden. Die Methode wird stets auf eine Lösung 
führen. Der Beweis, dass auch nur eine Lösung möglich ist, 
ergibt sich dann von selbst. 

Durch ein vorliegendes räumliches Fachwerk sei ein Schnitt 

geftlhrt, durch welchen dasselbe in zwei Theile Ä und B zer^ 

fällt. Jeder der zerschnittenen Stäbe g\ wird einen Knoten- 

punct Xi yi Zi des Theiles A mit einem solchen Xi yi z\ des 

17* 
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Theiles B verbinden. Die Kräfte, welche auf die Enotenpnncte 
des Theiles A wirken, seien mit Pi, diejenigen, welche auf die 
Knotenpuncte des Theiles B wirken, mit Pi bezeichnet. Dann 
müssen die Kräfte Pi mit den Kräften Pi sich im Gleichge- 
wichte befinden. 

Wird die Zerlegung der Kräfte Pi und Pi' in Oomponenten 
durchgeflährt, welche in die einzelnen Stäbe fallen, so werden 
in den Stäben gi infolge der auf Ä wirkenden Kräfte Pi sich 
Oomponenten S, , Sg , . . . allgemein Si ergeben. Da die Oompo- 
nenten der KiÄfbe Pi, welche in den nicht vom Schnitte ge- 
troffenen Stäben sich befinden, sich gegenseitig aufheben, so 
werden die Kräfte Pi sich durch die E^räfte ^i in den Geraden 
Qi ersetzen lassen, es werden somit auch die Kräfte Si mit den 
auf den Theü B des Fachwerkes wirkenden Kräften Pi' im 
Gleichgewichte stehen. Diese Ej*äfte Si drücken den Einflnss 
aus, welchen der Theil A des Fachwerkes auf die Spannungen 
in den Stäben des Theiles B besitzt. Ist es möglich die Kräfte 
Si zu finden, so kann, wenn es sich um die Spannungen in 
den Stäben des Theiles B handelt, bei der Bestimmung der- 
selben der Theil A weggelassen, resp. durch diese jetzt auf die 
Knotenpuncte Xi yi zi wirkenden Kräfte Si ersetzt werden. 
Sind dagegen die Spannungen in den Stäben von A zu finden, 
so kann bei der Bestimmung derselben der Theü B weggelassen, 
resp. durch die auf die Knotenpuncte xi yi Z{ wirkenden Kräfte 
S{ = — Si ersetzt werden. 

Die Kräfte Pi, welche auf den Theil A wirken, seien zu 
zwei sich kreuzenden Kräften R^ und R^ vereinigt. Sollen 
dann die Kräfte Si durch R^ und Jß^ vollkommen bestimmt 
sein, so dürfen jedenfalls nicht mehr als sechs Stäbe Qi vor- 
handen sein, welche von dem Schnitte getroffen werden Sind 
sechs solche Stäbe g\ gegeben, so müssen dieselben, wenn die 
Zerlegung der Kräfte 12, und R^ in die sechs Oomponenten Si 
(siehe Oap. 7) stets möglich sein soll, in der allgemeinen Lage 
sich befinden, dass durch je fünf der geraden Linien gx als 
sich selbst entsprechende Linien ein Nullsystem bestimmt ist, 
dem die sechste der geraden Linien gi als sich selbst ent- 
sprechende Gerade nicht angehört. Sind diese Bedingungen 
erftlllt, so ist das gegebene Fachwerk ein statisch bestimmtes, 
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sobald die beiden Theile Ä und B desselben statisch bestimmte 
Fachwerke sind. 

Liegen die sechs geraden Linien g-i nicht in der besagten 
allgemeinen Lage, oder sind weniger als sechs gerade Linien gi 
vorhanden, so wird die Bestimmung der Kräfte S\ in den ge- 
raden Linien g\ nur bei ganz specieller Annahme des Kräfbe- 
systemes Pi möglich sein. Das gegebene Fachwerk ist kein 
statisch bestimmtes. 

Sind umgekehrt zwei statisch bestimmte, räumliche Fach- 
werke A und B gegeben und ist aus denselben ein statisch 
bestimmtes, räumliches Fachwerk G herzuleiten, indem Knoten- 
pnncte des Faohwerkes A mit Enotenpuncten des Fachwerkes 
B verbunden werden, so sind sechs Stäbe gi hierzu erforderlich, 
welche in der besagten allgemeinen Lage sich befinden. 

Die hier gegebenen Sätze lassen sich in vielen Fällen zur 
Bestimmung der Spannungen in den Stäben des räumlichen 
Fachwerkes verwenden. Ein solches Verfahren ist jedoch im 
Allgemeinen nicht zu empfehlen, da die Zerlegung von zwei 
Kräften R^ und R^ in sechs Componenten, die in sechs be- 
liebigen geraden Linien liegen, sehr umständlich ist. 

Es möge ein bestimmtes, räumliches Fachwerk von n Kno- 
tenpuncten einen zweifachen Knotenpunct besitzen, der durch 
Stäbe mit drei anderen £notenpuncten A, B, G verbunden ist. 
Die Stäbe DA, OB, CG dürfen nicht in derselben Ebene liegen. 
Die Kräfte, welche auf die Knotenpuncte wirken, seien Pi, 
speciell Pj , Pg, Pg, P4 die auf 0, A, B, G wirkenden Kräftie. 

Die in angreifende Kraft P^ lässt sich nur auf eine Art in 
drei Componenten Äg , Sg , S^ zerlegen, welche in die drei Stäbe 
OAj OB, CG faUen. Diese drei Kräfte S^, S^, S^ bestimmen 
die Spannungen in den drei Stäben CA, OB, OG. Nachdem 
Sg, S^, S^ durch Construction eines Kräfl^parallelepipedon 
aus Pj gefunden sind, kann der Knotenpunct weggenommen 
gedacht, resp. durch die drei nach A, B und G als Angriffs- 
puncte verschobenen Kraft» S^, S^, S^ ersetzt werden. 

Es ist die Aufgabe gelöst, die Bestimmung der Spannun- 
gen in' einem räumlichen Fachwerke von n Knotenpuncten, 
welches einen zweifachen Knotenpunct besitzt, in dem drei 
nicht in einer Ebene liegende Stäbe]^zu8ammenkommen, zu- 
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rückzofuhren auf die Bestimmung der Spannungen in dem 
nach Wegnahme des Knotenpunctes entstehenden Fachwerke 
von n — 1 Biiotenpuncten. 

Ist das Fachwerk von n Knotenpuncten ein statisch be- 
stimmtes, so ist jedenfalls das Fachwerk von n — 1 Knoten- 
puncten auch statisch bestimmt, und umgekehrt. 

Ist dagegen das Fachwerk von n Knotenpuncten statisch 
unbestimmt, so muss das bei Wegnahme des Knotenpunctes 
entstehende Fachwerk von 7i — 1 Knotenpuncten auch statisch 
unbestimmt sein, und umgekehrt. 

Liegen die drei Stäbe Ä, B^ G^ welche in dem zwei- 
fachen Knotenpuncte zusammenkommen, in einer Ebene E^ 
so kann das Fachwerk kein bestimmtes sein. Dementsprechend 
lässt sich die Zerlegung der in angreifenden Kraft P, nur 
durchfähren, wenn P^ in der Ebene E sich befindet. Liegt 
P^ in der Ebene E^ so ist die Zerlegung auf unendlich viele 
Arten mögHch. Das Fachwerk ist somit kein statisch be- 
stimmtes, es ist selbst dann statisch unbestimmt, wenn das bei 
Wegnahme des Knotenpunctes und der Stäbe A^ OB^ C 
entstehende Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten ein statisch 
bestimmtes ist 

Es soll jetzt zur Behandlung eines räumlichen Fachwerkes 
übergegangen werden, bei welchem kein zweifacher Knoten- 
punct vorhanden ist. Es ist zweckmässig, den folgenden Satz 
voranzuschicken. 

Auf die S[notenpuncte eines gegebenen räumlichen Fach- 
werkes sollen einerseits die Kräfte Xi Yi Zi, andererseits 
die Kräfte Xi Yi Z\ wirken. Diesen beiden Kräftesystemen 
werden im Allgemeinen verschiedene Stabspannungen ent- 
sprechen. Das Kräftesystem Xi 71 Zi möge in einem Stabe 
li k eine Spannung ^i k und das Kräftesystem Xi Yi Z\ eine 
Spannung S\\^ erzeugen. Dann stellt: 

3. S| k ^ Ä k -|- ^ Si k 

die Stabspannung dar, welche in dem Stabe ^i k vorhanden 
ist, sobald auf jeden Knotenpunct Xi j/i z\ die Resultante 
der beiden Kräfte Xi Fi Zi und \Xi, \ Yi', X^i' wirkt. 

Die Biohtigkeit dieses Satzes folgt aus den Gleichungen 2. 
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Es möge jetzt ein bestimnites, räumliches Fachwerk von 
n Enotenpuncten gegeben sein, welches keinen zweifachen 
Enotenpnnct besitzt. Dann wird dasselbe entweder einen drei- 
fachen oder einen vierfachen Knotenpunct haben müssen. Es 
sei ein dreifacher Knotenpunct vorhanden. Derselbe sei 
durch Stäbe mit den vier Knotenpuncten A, J5, C, D verbunden, 
und zwar seien relative Verschiebungen der beiden Knoten- 
pnncte Ä und B nach Weglassung des Knotenpunctes und 
der vier Stäbe OÄy OB, C7, OD möglich. Aus dem bestimm- 
ten, räumlichen Fachwerke von n Knotenpuncten lässt sich ein 
bestimmtes, räumliches Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten 
herleiten, indem der Knotenpunct und jeder der Stäbe -4, 
OBj OGf OD weggelassen und dafür ein Stab AB hinzuge- 
fügt wird. 

Die Kräfte, welche auf die einzelnen Knotenpuncte Xi yi z\ 
des Fachwerkes von n Knotenpuncten wirken, seien Pi und 
speciell P^, Pi, Pg, Pg, P^ die auf die Knotenpuncte 0, -4, P, (7, D 
wirkenden Kräfte. 

Die Kraft P^, welche in angreift, lässt sich auf unend- 
lich viele Arten in vier Componenten S^^S^^S^^S^ zerlegen, 
welche in den vier Stäben, 0-4, P, OG^ OD liegen. Es seien 
Si\Sg\S^\SJ die Componenten von Pq bei einer speciellen 
Zerlegung und femer Sj^S^^S^^S^ irgend vier in 0-4, OB, 
OGf OD liegende Kräfte, welche unter sich im Gleichgewichte 
stehen. Dann sind aUe möglichen Zerlegungen von Pq in vier 
Componenten in OA, OB, OG, OD in der Form enthalten: 



2 



^1 == iOj -j- A 0| 

>b2 = ^^2 "T~ ^ '^ 

^^3 = ^3 + ^ 'S^S " > 
o^ = /b^ — (— A o^ . 

Diese vier Kräfte Sj, S^j S^, S^ drücken den Einfluss aus, 
welchen der Knotenpunct und die Kraft Pq auf die Span- 
nungen in den übrigen Stäben des Fachwerkes besitzt. 

Es sei nun der Knotenpunct weggenommen, dafür ein 
Stab AB hinzugefügt und so das bestimmte, räumliche Fach- 
werk von n Knotenpuncten auf ein solches von n — 1 Knoten- 
puncten reducirt. Sollen dann die Spannungen in den Stäben 
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des Fachwerkes von n — 1 Knotenpimcten übereinstiinmen mit 
den Spannnngen, die sich in dem Fachwerke von n Knoten- 

pnncten infolge der Kräfte P^, Pi, P,, Pzt Pa ergeben, so 

mosB es möglich sein, den Factor X so zu bestimmen, dass, 
wenn auf die vier Knotenpnncte A^ j5, C, D des Fachwerkes 
von n — 1 Knotenpnncten die Besoltanten P^', P,', Pg', P^' von 
Pi nnd Si, P, nnd S^, Pg nnd S^^ P^ nnd S^j dagegen anf die 
übrigen Knotenpnncte die früheren Kräfte P^, P«, . . . wirken, 
sich in dem Stabe AB eine Spannung von der Grösse Nnll 
ergibt. Es ist also die Aufgabe zu lösen, den Factor X so zu 
bestimmen, dass die Spannung in dem Stabe AB gleich Null 
wird. Biese Aufgabe lässt sich auf eine zweimalige Bestimmung 
der Spannungen im Fachwerke von n — 1 Knotenpnncten zu- 
rückföhren. 

Es seien gefunden: 

1) Die Spannungen in den Stäben des Fachwerkes von 
n — 1 Knotenpnncten, wenn auf die vier Knotenpnncte Aj P, 
C, D die Besultanten von Pj und iS^', von P, und S^', von Pj 
und S^'j von P^ und S^' und auf die übrigen Knotenpnncte 
die Kräfte Pg, P«, . • . wirken. 

In einem Stabe hk möge sich hierbei die Spannung SW und 
speciell in dem Stabe A B die Spannung S/, ergeben haben. 

2) Die Spannungen in den Stäben des Fachwerkes von 
n — 1 Knotenpnncten, wenn auf die vier Knotenpnncte A, P, 
CjD die vier im Gleichgewichte stehenden Kräfte S^^ Sg , Sg, 
S^, und auf die übrigen Knotenpnncte gar keine Kräfte wirken. 

Hierbei möge sich in dem Stabe ^k eine Spannung /STk 
und speciell in dem Stabe A B eine Spannung S^^ ergeben 
haben. 

Sind diese Bestimmungen durchgeftihrt, so stellt nach 

dem obigen Satze: Slk = ^k + X Si\ 

die Spannung in dem Stabe 2ik und speciell: 

die Spannung in dem Stabe A B für jeden Werth von X dar, 
wenn auf die Knotenpnncte des Fachwerkes von n — 1 Knoten- 
pnncten die Kraft» Pj', P,', P^\ P/, Pj, P«, . . . wirken. 
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Die gestellte Aufgabe ist gelöst, sobald es möglich ist X 
80 zu bestimmen, dass die Spannung S^^ ^ dem Stabe AB 
gleich Null wird, dass also: 

Für diesen Werth von X stellt iSik die Spannung in dem 
Stabe Zik des gegebenen Fachwerkes von n Knotenpuncten dar, 
wenn auf die Knotenpuncte desselben die gegebenen Eräfte 

Damit das Fachwerk von n Knotenpuncten ein statisch 
bestimmtes ist, muss das aus demselben hergeleitete Fachwerk 
von n — 1 Knotenpuncten ein solches sein. Dann lässt sich 
die Bestimmung der Spannungen Sik und SCk stets durch- 
fiihren, und zwar ergibt sich nur eine Lösung für dieselben. 

Ist das Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten ein statisch 
bestimmtes, so können zwei Fälle auftreten: 

1) Es ist S^2 < ö • ^ S}^^ ^^^ einen ganz bestimmten 

Werth von X, welcher der Gleichung 4 genügt. Das Fach werk 
von n Knotenpuncten ist ebenfalls statisch bestimmt. 

2) Es ist Sfg = 0. Die Gleichung 4 reducirt sich auf: 

Es folgt hieraus, dass die Strafte Pi, die auf die Knoten- 
puncte wirken, nicht beliebig angenommen werden dürfen, wenn 
eine Lösung des Problems überhaupt existiren soll. Sind die 
Kräfte Pi der Bedingung gemäss gewählt, dass S^2 =0 ^j 
so ist die Gleichung 4 für jeden Werth von X erfüllt. Es 
sind unendlich viele Lösungen vorhanden. Das Fachwerk 
von n Knotenpuncten ist statisch unbestimmt. 

Es ist zu untersuchen, wann dieser singulare Fall auftritt, 
dass das Fachwerk von n Knotenpuncten ein statisch unbe- 
stimmtes ist, trotzdem das abgeleitete Fachwerk von n — 1 
Knotenpuncten ein statisch bestimmtes ist. Dieser Fall ist 
vorhanden, sobald in dem Stabe A B des Fachwerkes von n — 1 
E[notenpuncten sich eine Spannung Null ergibt, wenn auf das 
Fachwerk nur vier in ^, P, 0, P angreifende, durch gehende 
und im Gleichgewichte stehende Kräfte wirken, oder mit 
anderen Worten, wenn bei diesen Kräften im Fachwerke von 
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n — 1 Knotenpuncten auch nach Wegnahme des Stabes Ä B 
noch Gleichgewicht möglich ist 

Der Ponct Ä sei zum Nollpnnct des Coordinaten^tems 
gemacht, die gerade Linie Ä B zur or-Axe, die Ebene ABC 
zur Ebene z = 0. Die rc-Coordinate des Punctes B sei x^j die 
Coordinaten der Puncte G und D seien: 

x^,y^ und x^j 7/^,2^. 

Nach Wegnahme des Knotenpunctes und der vier Stäbe 
OÄ, OB^ OCy OD sind virtuelle Verrückungen: 

S.r^, 8x3, S^a, 3a;4, 8y^, tz^ 

der Puncte B, C, D möglich. Zwischen denselben bestehen nach 
§ 43 fünf Gleichungen: 

a 8x^-\-b 0.^3 +c Syj+d ox^ + e ^y^+f 8z^=0, 
a 6xa+ft' 8^8 + c' 8^3 + rf' 8x^-\-e ^y^+f 82^=0, 

5. l a S.rj+ft' 8:1:3 + c' ^y^ + d" ^x^ + e" 8y^-\-f 82^ =0, 
a' Sxjj +6* 8x3 -fc* 8^3 -f-rf* ox^ -{-e" Sy^ -{-f^ 8z^ = 0, 

U'"8^2+6""8a;3 + c'"82/3 + fr8a;, + e"'8y,+/^8^^=0. 

Die Componenten der Elrafte Sj', Sg*, 8^"^ S^", seien: 

Soll Gleichgewicht vorhanden, also das gegebene Fach werk 
von n Knotenpuncten ein statisch unbestimmtes sein, so muss 
nach dem Principe der virtuellen Verrückungen die Gleichung 

6. X3 8a;,+X3 8.^3+ r3 87/3+X, 8a:,+ F, 8y, + Z, 8;?, = 

erfilUt sein. 

Da die Kräfte S/, S^\ S/, S^' durch den Punct mit 
den Coordinaten £, if], C gehen, so werden die Componenten sich 
schreiben lassen: 

-^i=Sri, Xa = (e— .rjrg, Xg = (S— .^3) r3, X^ = {i—x^)r^, 

Yi='nri, Y^^Tir^j Y^ = {r^ — y^)r^, i^4 = (1 — 2/4) ''i> 

Zi = Cri; Z^ = tir^] Z^=^r^] Z^ = {ti—z^)r,, 

woraus sich bei Berücksichtigung der Gleichgewichtsbedingungen: 
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Y, + Y, + Y^ + Y,=0, 

Z,-\-Z, + Z, + Z^ = 
ergibt: 

X3 = Xxa (4 — rcg) (>I^4 — 5^2/4)» l^a == ^^'2 (tQ— 2/3) ("^^4 — ^2/4)» 
X4 = Xa;^ «/3 C (S — x^), Y^ = 'kx^ y^ C (tq — 2/4), 

Z4=Xa;2 2/8C(C — ^4)- 

Bei Einsetzung der gefundenen Werthe für Xg, JTg, Y3, 
X4, F4, Z4 in Gleichung 6 folgt: 

7. (£ — ^2) (^4 [^2/3 — 1^3] + C [.'C3 2/4 — a;^ yz])^^2 

+ ^2 2/3 5; (£ — ^4) 8 ^4 + ^2 2/3 C (tq — 2/4) 5 2/4 + 

+ ^2 2/8 5; (C — ^4)8^4 = 0. 

Soll Gleichgewicht vorhanden sein, so müssen die Gleichun- 
gen 5 und 7 neben einander bestehen für Werthe der virtuellen 
Verrückungen, welche von Null verschieden sind. Die Elimi- 
nationsdeterminante D der Gleichungen 5 und 7 verschwindet. 
Da aber die Eliminationsdeterminante D nur dann gleich Null 
ist, wenn der Knotenpunct des gegebenen Fachwerkes von 
/i Knotenpuncten in der speciellen Lage sich befindet, bei 
welcher das Fach werk von 7i Knotenpuncten aufhört bestimmt 
zu sein, so folgen die Sätze: 

Ein bestimmtes, räumliches Fachwerk von n Knoten* 
ptincten mit einem dreifachen Enotenpuncte ist statisch 
bestimmt, sobald das aus demselben abgeleitete bestimmte, 
räumliche Fachwerk von n — 1 Knotenpuncten statisch 
bestimmt ist. 

Besitzt ein bestimmtes, räumliches Fachwerk von n Knoten- 
puncten weder einen zweifachen noch einen dreifachen Knoten- 
punct, so ist jedenfalls ein vierfacher Knotenpunct vorhanden. 
Für solche Fachwerke lässt sich die Bestimmung der Span- 
nungen in analoger Weise auf die Bestimmung der Spannungen 
im abgeleiteten bestimmten, räumlichen Fachwerke von n — 1 
Knotenpuncten zurückzuführen. 

Hierbei ergibt sich der Satz: 

Ein bestimmtes^ räumliches Fachwerk von n Knoten- 
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puncten mit einem vierfachen Enotenpuncte ist statisch 
bestimmt, sobald das aus demselben abgeleitete bestimmte, 
räumliche Fachwerke von n—1 Enotenpuncten ein statisch 
bestimmtes ist. 

Hiermit ist die allgemeine Aufgabe gelöst, die Bestimmung 
der Spannungen im bestimmten, räumlichen Fachwerke von 
n KnotenpuDcten zurückzuführen auf die Bestimmung der 
Spannungen in dem bestimmten, räumlichen Fachwerke von 
71 — 1 Knotenpuncten, also in letzter Instanz auf die Bestim- 
mung der Spannungen in dem einfachsten bestimmten, räum- 
lichen Fachwerke, dem Tetraeder. 

Da ferner das einfachste bestimmte, räumliche Fachwerk, 
das Tetraeder, ein statisch bestimmtes Fachwerk ist, und da 
sämmtliche bestimmten, räumlichen Fachwerke sich aus dem- 
selben mit Hülfe der hergeleiteten Methoden entwickeln lassen, 
so folgt, dass der für ebene Fachwerke bewiesene Satz, 
nach welchem jedes bestimmte Fachwerk auch statisch 
bestimmt ist, die nämliche Giltigkeit für bestimmte, räum- 
liche Fachwerke besitzt. 



§ 45. 
Specielle bestimmte, räumliche Facliwerlce. 

Wenn es sich um die Bildung von bestimmten, räumlichen 
Fachwerken für praktische Zwecke handelt, so liegt es wohl 
am nächsten ein Gesetz zu Grunde zu legen, welches dem- 
jenigen Gesetze analog ist, nach welchem die für praktische 
Zwecke verwandten bestimmten, ebenen Fachwerke gebildet 
sind (siehe § 41). 

Es hat dann die Bildung des Fachwerkes von n Enoten- 
puncten durch wiederholtes Hinzufügen eines zweifachen Knoten- 
punctes aus dem einfachsten bestimmten, räumlichen Fachwerke, 
dem Tetraeder, zu erfolgen. Jeder neu hinzutretende Knoten- 
punct ist hierbei mit denjenigen drei Knotenpuncten durch 
Stäbe zu verbinden, welche bei der Bildung des Fachwerkes 
zuletzt hinzugekommen sind. 
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Fig. 87^ 



Die beistehende Figur stellt ein derartiges bestimmtes, 
rämnliches Fachwerk dar. In demselben folgt das Fachwerk 
von Alnf Knotenpuncten 1, 2, 3, 4, 5 nach Annahme des fänfiben 
Knotenpunctes 5 aus dem Fachwerke von vier Knotenpuncten 
1,2,3,4 durch Verbindung desselben mit den drei Knoten- 
puncten 2, 3, 4; dann das Fachwerk von sechs Knotenpuncten 
1,2,3,4,5,6 aus dem Fachwerke von fünf Knotenpuncten 
1 , 2, 3, 4, 5 durch Verbindung des sechsten Knotenpunctes 6 mit 
den drei Knotenpuncten 3,4,5. Das Fachwerk von sieben 
Knotenpuncten 1,2, 3, 4, 5, 6, 7 folgt aus dem Fachwerke von 
sechs Knotenpuncten 1, 2, 3, 4, 5, 6 durch Verbindung des sieben- 
ten Knotenpunctes 7 mit den drei Knotenpuncten 4, 5, 6 u. s. w. 
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Die Bestimmung der Stabspannungen ist in diesen Fach- 
werken infolge des einfachen Bildungsgesetzes eine sehr be- 
queme. 

Aus dieser angegebenen Normalform lassen sich specielle 
räumliche Trägersysteme durch Verfiigung über die Lage der 
Knotenpuncte herleiten, wie dieses in § 41 bei den ebenen 
Fachwerken geschehen ist. 

Eine ausführlichere Behandlung derartiger Fachwerksysteme 
und eine Untersuchung ihrer etwaigen Vorzüge vor den ent- 
sprechenden ebenen Fachwerksystemen würde zu weit fähren. 



III. ABSCHNITT. 



Die Theorie der Reibung. 



10. Capitel. 
Theoretiselier Theil. 

§46. 
Einleitung. Begriff der Reibung. 

In den früheren Abschnitten sind die Bedingungen unter- 
sucht worden, unter denen Kräfte, die auf einen festen, sowohl 
einen freien festen wie einen nicht freien festen Körper wirken, 
unter sich im Gleichgewichte stehen. 

Wirken die Kräfben auf einen vollkommen freien festen 
Körper, so müssen die Gleichungen erfüllt sein, 

während bei dem nicht freien Körper die Kräfte dem Principe 
der virtuellen Verrückungen 

2. 2 (Xi 8xi + Fi 8yi + Zi 8^0 = 

im Falle des Gleichgewichtes genügen müssen. Es ist dann 
die Bedingung des Gleichgewichtes der Kräfte bei dem nicht 
freien Körper auf die sechs Bedingungen des Gleichgewichtes 
der Kräfte beim freien Körper zurückgeführt," resp. es sind 
diejenigen Kräfte bestimmt worden, welche bei dem nicht 
freien Körper zu den Kräflen Xi Ti Z\ gefügt werden müssen, 



1. 
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damit die Gleichungen 1 befriedigt sind. Diese Kräfte sind 
als die Seactionskräfte bezeichnet worden, und es kann nach 
Einfohrnng derselben der Körper wie ein vollkommen freier 
Körper in den Bechnnngen behandelt werden. 

Der Zwang, welchem die Bewegang eines Körpers unter- 
worfen ist, kann durch ganz verschiedenartige mechanische 
Getriebe erzielt werden. Soll z. B. die Bewegung eines Pimctes 
an die Bedingungen geknüpft sein: 

^* + y* = ^*> 

so kann beispielsweise diese Beschränkung der Beweglichkeit 
sowohl durch eine dünne Söhre, deren Mittellinie den Gleichun- 
gen X* -\- y^ = r^y z = genügt, und in welcher sich der 
Punct X y befindet, realisirt sein, wie auch durch eine sich um 
den Punct o: = 0, y = in der Ebene z = drehende Kurbel, 
mit welcher der sich bewegende Punct in starrer Verbindung 
steht. 

In der Gleichung 2 ist auf die Art des mechanischen Ge- 
triebes, durch welches der Zwang, dem die Bewegung des 
Körpers unterworfen, gar keine Bücksicht genommen. Es 
kann sein, und es wird dies auch durch die Er&hrung bestätigt, 
dass die Gleichgewichtsbedingung 2 durch die specielle Art 
des mechanischen Getriebes beeinflusst wird: es kann sein, 
dass infolge dieses Getriebes Gleichgewicht herrscht, trotzdem 
die Gleichung 2 nicht befriedigt ist. In einem solchen Falle 
lassen sich stets Kräfte finden, welche zu den Kräfben Xi Yi Z\ 
hinzugeftlgt bewirken, dass der Gleichung 2 Genüge geleistet 
wird. Diese von der speciellen Art des mechanischen Getriebes 
abhängigen Kräfte, durch welche der Einfluss des mechamschen 
Getriebes auf die Gleichgewichtsbedingungen zu ersetzen ist, 
sollen im Folgenden als Widerstandskräfte bezeichnet wer- 



Anmerkung: Der Begriff der Widerstandskraft ist kein vollkommen 
feststellender, es wird vielmehr die Widerstandskraft in den einzelnen 
Lehrbüchern anf verschiedene Art definirt. 

In den meisten Büchern werden die Wörter Beactionskraft und 
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den. Dnroh diese Definition ist ansgedrückt, dass die Wider- 
standskräfte mit den Ejr&ften Xi Ti Z\ im Gleichgewichte sich 
befinden. 

Die Widerstände, welche in einem Getriebe vorkommen, 
können von mancherlei Art sein. Es soll im vorliegenden 
Abschnitte nur der für die Praxis wichtigste Widerstand der 
Beibang untersucht und der Einfluss desselben auf eine Beihe 
von speciellen Getrieben festgesteUt werden. 

unter dem Widerstände der Beibnng wird derjenige 
Widerstand verstanden, welcher sich infolge der Belativ- 
bewegting zweier sich berührenden Elemente des Getriebes 
ergibt. 

Beibungserscheinungen können natürlich zwischen festen 
und festen Körpern, flüssigen und flüssigen Körpern, luft- 
förmigen und luftförmigen Körpern, zwischen festen und 
flüssigen Körpern u. s. w. vorkommen. Im vorliegenden Ab- 
schnitte sind nur die Beibungswiderstände zwischen zwei festen 
Körpern zu untersuchen. 



Widerstandskraft als gleichbedeutend angenommen, resp. es werden die 
hier als Heactionskräfte wie die als Widerstandskräfte bezeichneten 
Kräfte mit dem gemeinsamen Namen Reactions- oder Widerstandskräfte 
bezeichnet. 

l^&gegen sagt Grashof im zweiten Bande seiner Theoretischen 
Maschinenlehre, Seite 233: 

«Die anf die Glieder eines Getriebes wirkenden Kräfte können unter- 
schieden werden als active oder treibende Kräfte, als passive Kräfte oder 
Widerstandskräfte und als indifferente Kräfte, je nachdem ihre Arbeiten 
bei der Bewegung des Getriebes positiv, negativ oder Null sind." 

In der Theoretischen Maschinenlehre läuft Alles auf die Bestim- 
mung des Nutzeffectes des Getriebes heraus und demgemäss sind von 
Grashof die Kräfte eingetheilt je nach dem Einflüsse, welchen sie auf den 
Nutzeffect besitzen. Für die anderen technischen Wissenschaften möchte 
sich diese Eintheilung der Kräfte weniger empfehlen. Die von Grashof 
gegebene Definition wäre fdr den vorliegenden Fall nicht zweckmässig 
gewesen, da sie den Begriff der geleisteten Arbeit voraussetzt. Die in 
diesem Abschnitte zu Grunde gelegte, von der Grashofschen wesentlich 
abweichende Definition ist zunächst nur für den Fall der festen Körper 
gegeben, ihre Erweiterung auf den allgemeinen Fall, auch auf die bei 
Flüssigkeiten und luftförmigen Körpern auftretenden Widerstände bietet 
keine Schwierigkeiten. 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 18 
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Im Gapitel 5 ist naohgewieäen, dass jede Bewegung eines 
starren Körpers in drei Translationen in der Sichtung der 
Coordinatenaxen und in drei Rotationen um die Coordinaten- 
axen sich zerlegen lässt. 

Die beiden sich berührenden Körper K und K* werden 
im Allgemeinen einen Punct A und in demselben die Tangential- 
ebene gemeinschaftlich besitzen. Der Punct A sei zum Null* 
punct, die gemeinsame Normale zur isr-Axe eines rechtwinkeligen 
Coordinatensystemes gemacht 

Sollen nun 
die beiden Kör- 
per in Berührung 
bleiben, so muss 
die resultirende 
Translation des 
Punotes A in 
die Tangential- 
ebene fallen (resp. 
die Translation 
der Eelativbewe- 
gung). Der Kör- 
per K* wird dann 
bei einer solchen Translation auf dem Körper K gleiten. Der 
sich infolge dieser Translation ergebende Widerstand soll als 
der Widerstand der gleitenden Reibung bezeichnet werden. 
Ausserdem können noch relative Rotationen des Körpers 
^' gegenüber dem Körper K vorkommen um die drei Axen 
des Coordinatensystemes als Rotationsaxen. Die Rotation. um 
die ;?-Axe (die gemeinsame Normale) ruft einen Reibungswider- 
stand hervor, welcher als Widerstand der bohrenden Rei- 
bung bezeichnet wird. Die beiden Rotationen um die x- 
und die y-Axe können zu einer Rotation um eine durch A und 
in der Tangentialebene liegende Axe vereinigt werden. In- 
folge dieser Rotation rollt der eine Körper auf dem anderen 
hin. Der hierbei auftretende Widerstand möge der Wider- 
derstand der wälzenden (oder rollenden) Reibung ge- 
nannt sein. 

Jede Reibungserscheinung zwischen zwei festen Köij^em 




Fig. «8. 
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ist liierdtirck in eine gleitende, eine bohrende und eine wäl- 
zende fieibnng zerlegt. 

In der Praxis ist vorzugsweise die gleitende Beibung von 
Wichtigkeit. Bei Serüoksichtigung der elastischen Eigenschaf- 
ten der festen Körper ist es möglich die bohrende wie die 
wälzende. Beibung auf gleitende Beibung zurflckzuf%lhren. 

Bei zwei sich berührenden Körpern, die keinen gegen- 
seitigen Üruok auf einander ausüben, treten erfahrungsgemäss 
auch keine Beibungserscheinungen auf. 

Zwei Körper, die einen gegenseitigen Druck auf einander 
ausüben, berühren sich, da sie nie absolut starr sind, streng 
genommen nicht in einem Puncto, sondern stets in einer Fläche. 
Was dabei als eine bohrende Bewegung erscheint, ist eigent- 
lich eine Gleitung, die in den ve^rschiedenen Puncten jener Be- 
rührungsfläche senkrecht gegen die Perpendikel auf die Drehungs- 
axe gerichtet und denselben proportional istb Die rollende 
Bewegung dagegen ist eine stetige Folge von Drehungen um 
BerühiirngBlinien der auf eiiuoider folgenden Berührungsflächen 
und wegen der wechselnden Deformationen der beiden Körper 
noit Gleitung und Beibung an ihren sich berührenden Ober- 
flächen verbunden.^ 

§ 47. 
Reibungsgesetze im Allgemeinen. 

Die Gesetze der Beibung sind aus dem folgenden Experi- 
mente hergeleitet: 

Auf einer horizontalen Unterlage möge ein Körper K 
ruhen. Der Körper sei homogen und so geformt, dass der 
Schwerpunct S vertical über dem Schwerpunct Si der Basis- 
fläche sich befindet. Diese letztere Bedingung ist erMlt, wenn 
der Körper K z. B. die Oestalt eines rechtwinkligen Parallel- 
epipedes besitzt. 

Bei Absehung von den etwaigen elastischen Deformationen 
wird das Gewicht G des Körpers einen Druck auf die Unter- 
lage hervorrufen, dier -überall senkrecht zur Unterlage ist, in 
jedeäi Puncto dieselbe Grösse besitzt und dessen Besultaiite 
gleich ff ist. 

* Siehe Grashof, TheoreÜBclie Maschinenlehre. 

18* 



276 



Dritter Absohnitt. 




Ist A der Inhalt 

der BasisfläGhe^ so lastet 

auf der Fläohenemheit 

ein Druck (specifiscber 

Druck): 

Q 

Diese durch das Ge- 
wicht G bedingtenDruck- 
kräfte werden durch die 
Beaction der Unterlage 
au%ehoben. 
Auf den Körper K möge eine horizontale Eraft P wirken, 
deren Angnfbpunct in der zur Unterlage senkrechten Sohwer- 
linie SS^ sich befindet und zwar möglichst nahe bei dem 
Schnittpunote S| derselben mit der Unterlage, so dass ein Um* 
kippen des Parallelepipedes ausgeschlossen ist. 

Wäre kein Beibungswiderstand vorhanden, so würde eine 
noch so kleine derartige Kraft P eine Bewegung des Körpers 
K in der Sichtung von P hervorrufen^ während das leicht aus- 
zufEÜirende Experiment ergibt, dass erst eine Bewegung ein- 
tritt, wenn P eine gewisse Grösse F überschreitet. Ist F ge- 
funden, so wird Gleichgewicht bestehen, wenn P zwischen den 
Grenzen und F sich befindet, oder wenn: 

P=bF 

ist, wobei mit e eine Grösse bezeichnet ist, die zwischen den 
Grenzen und + 1 liegt, 

Ist P=0, so herrscht Gleichgewicht; der Beibungswider- 
stand ist dann ebenfalls gleich Null. Wächst P von P = 
ab, so nimmt der B^ibungswiderstand ebenfalls zu und zwar 
wird derselbe, da er sich gegen P wegheben soll, stets die näm- 
liche Gh'össe aber die entgegengesetzte Bichtung von P besitzen. 
Ist schliesslich P gewachsen bis P = P, so hat der der Kraft 
P entgegengesetzte Beibungswiderstand den maximalen Werth 
F erhalten, und jede weitere Zunahme von P wird eine Be- 
wegung hervorrufen. Ist dann eine Bewegung eingetreten, so 



Die Theorie der Beibung. 



277 



ist dieeelbe eine solche, als wenn nicht die Ejraft P, sondern 
eine Kraft: p -p 

anf den Körper wirkte. 

Die Versuche haben gezeigt, dass der maximale Beibungs- 
widerstand F wesentlich von G abhängt nnd sehr angenähert 
G proportional ist Demgemäss lässt sich F schreiben: 

wo {1 eine durch Experimente zu bestimmende, näherungsweise 
constante und als Beibungscoefficient bezeichnete Grösse 
bedeutet. 

Die Unterlage, auf welcher der Körper K ruht, möge be- 
Hebig gegen den Horizont geneigt sein. Die auf Z wirkenden 
Kräfte sollen sich zu ^ner .einzigen Kraft P vereinigen, welche 
in dem Schwerpuncte S^ der Basisfläche angreift^ und welche 
nüt der in Si construirten Normalen zur Unterlage den Win- 
kel ß einschliesst. 

Die Zerlegung von P in eine in diese Normale fallende Com- 
ponente iV^ und in eine in der 
Unterlage liegende Kraft T 
liefert ftir dieselben die Werthe : 

JV^=Poo8ß, 
r=Psinß. 

Die Kraft T ist bestrebt eine 
Bewegung hervorzurufen, wäh- 
rend der Normaldruck N einen 
der Kraft T eutgegengesetzt 
gerichteten Beibungswider- 
stand bedingt von der maxi- 
malen Grösse: 

Fig. 90* 

1. F=}f.N. 

Es herrscht Gleichgewicht, sobald T zwischen den Gren- 
zen und F sich befindet, wenn also: 

r=6P=e[i.iV 

ist, wo e wieder eine Grösse zwischen und + 1 bedeutet. Bei 
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Sabetitoining der Wwthe von T und N ergibt sich die Be- 
dingung: ^ . , ^ , 

^ * Psmß = 6[l.Pc08ß, 

resp. 

2. tg ß :^ e |t. 

Diese Gleichung bietet Veranlassung statt (i einen Win- 
kel p einzufahren, der durch die Gleichung bestimmt ist: 

3. t^^ftgp 

und als Seibungswinkel bezeichnet wird. 

Nach EinfCihrung des Beibungswinkels wird die Gleichung 2: 

2a. ß==e,p, (wo 0<6, <+l) 

d. h. es herrscht Gleichgewicht, sobald die Eraftrichtung 
mit der der Unterlage zugekehrten Normalen einen Win- 
kel bildet, der kleiner oder höchstens gleich dem Rei- 
bungswinkel ist. 

Es seien Ä S^ und B S^ zwei gerade Linien, welche in der 

durch die Normale n und die 
Kraft P bestimmten Ebene liegen 
und mit der Normale den Win- 
kel p einschliessen. Die Bedin- 
gung Air das Gleichgewicht lässt 
sich dann dahin aussprechen: es 
muBS die Ejaft P innerhalb des 
Winkelraumes AS^ B sich be- 
finden. 

Der Iteibungscoefficient |i. ist 
erfahrungsgemäss abhängig: 

1) von der materiellen Be- 
schaffenheit der sich reibenden 
Körper, 

2) von der Oberflächenbeschaffenheit sowohl an und für 
sich (wachsend mit der Bauhigkeit), als in Bezug auf die Be- 
wegungarichtung, 

3) von der relativen Geschwindigkeit, mit der die Körper 
längseinander hingleiten, 

4) von der Grösse des Noiinaldruckes. 

Was den Einfluss 3 anbelangt, so ' ist es nicht Sache hier 
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in der Statik darauf einzugehen. Es soll nur bemerkt werden, 
dass die Versuche über die Beziehung des Beibungscoöfficienten 
zur Geschwindigkeit noch ungenügend sind, und dass daher 
in der Praxis im Falle einer Bewegung für |t ein Mittelwerth 
eingesetzt zu werden pflegt. Es wird demgemftss von einem 
Beibungscoöfficienten der Buhe und einem der Bewegung ge- 
sprochen und zwar ist der BeibungscoSfficient der Buhe grösser 
als der der Bewegung. ^ 

Ebenso ist die Beziehung zwischen {t und dem Normal- 
drucke noch zu wenig aufgeklärt, als dass darauf Bücksicht ge- 
nommen werden könnte. Jedenfalls aber ist die Veränderung, 
welche (i infolge einer Aenderung des Normaldruckes erleidet, 
keine sehr in das Gewicht fallende. 

Die Abhängigkeit des Beibungscoöfficienten ii von der 
Bauhigkeit der Oberfläche hat zu der Erklärung der Beibimg 
als eines Widerstandes Veranlassung gegeben, welcher durch 
diese Bauhigkeit hervorgerufen wird. Die Bauhigkeit der Ober- 
fläche wird in Verbindung mit dem Normaldrucke bewirken, 
dass die Erhöhungen des einen !Cörpers in die Vertieftmgen 
des anderen eindringen. Soll dann eine Bewegung stattfinden, 
so muss der Widerstand überwunden werden, welcher durch 
dieses BHndringen der Erhöhungen des einen Körpers in die 
Vertieftingen des anderen hervorgerufen wird. Es müssen diese 
Erhöhungen abgebrochen oder die Körper entgegen dem Normal- 
drucke gehoben werden. Soll eine Beweguug schon bei ver^ 
hältnissm^ssig geringer Kraft eintreten, so ist es zweckmässig 
Schmiermittel zwischen die beiden Körper zu bringen, welche 
die Vertiefongen ausfüllen und so den ESinfluss der Bauhigkeit 
auf die Bewegung aufzuheben suchen. 

Sind die sich berührenden Körper in den einzelnen Bich- 
tungen verschieden beschafien, wie z. B. Holz, so wird |i in den 
einzelnen Bichtungen verschiedene Werthe besitzen. Bei den 
homogenen und isotropen Körpern, die am häufigsten in der 
Technik verwandt werden, hängt (t dagegen nicht von der 
Bewegungsrichtung ab. 

Hat (1 in den einzelnen Bichtungen denselben Werth, so 
ist auch der Beibungswinkel p unabhängig von der Bichtung. 
der durch die Kraft P angestrebten Bewegung. In dem oben 
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behandelten Falle wird dann die Kraft P, welche mit der Nor- 
male einen Winkel einzaschliesBen hat im Falle des Oleich- 
gewichtes, der kleiner ist als p, im Innern eines geraden Kreis- 
kegelB liegen, dessen Axe die Kormale ist nnd dessen Erzea- 
genden mit der Axe den Winkel p einschlieseen. Dieser Kegel 
wird der Beibnngskegel genannt 

Die experimentelle Beetimmnng des Beibongswinkels lässt 
sich auf mannigfaltige Art dorchfthren. Es möge besQglioh der- 
selben auf die Arbeit vonOastaY Herrmann: „der Beibnngs- 
winkel, eine Festgabe zur dritten Sacolar-Feier der Universität 
Würzbnrg^, Brannschweig 1882, verwiesen werden. 

In der im Anhange gegebenen Tabelle I finden sich die 
Werthe täv den BeibongscoefiBcienten der Rohei sowie diejenigen 
fOr den Beibongscodfficienten der Bewegung. 

Beispiele. 

1. Auf einer festen ebenen Unterlage, die unter 
einem Winkel a gegen den Horizont geneigt ist (schiefe 
Ebene), ruht ein Körper K von dem Gewichte G. Der 
Schwerpunct S des Körpers sei so wenig von der Unter- 
lage entfernt, dass durch das G-ewicht G ein umkippen 
nicht bewirkt werden kann. Ueberschreitet der Win- 
kel a eine gewisse Grösse, so wird in Folge des Ge^ 
wichtes G ein Abwärtsgleiten des Körpers £* eintreten, 
um nun dieses Abwärtsgleiten zu verhindern, möge 
im Schwerpunct S eine zweite Kraft von der Grösse P 
angebracht werden, welche in der durch die Normale n 
bestimmten verticalen Ebene liegt und mit der nach 
aufwärts gerichteten Parallelen zur Unterlage einen 
Winkel ß einschliesst. Es soll die Bedingung des Gleich- 
gewichtes bestimmt werden. 

Es sei ein Coordinatensystem zu Grunde gelegt^ dessen 
Nullpunct im Schwerpuncte S sich befindet, dessen positive Seite 
der x-Axe in die der Unterlage zugekehrte Normale f&Ut und 
dessen positive Seite der j/-Axe in der nach aufwärts gerichteten 
Parallelen zur Unterlage liegt. Die a>-Axe möge die Unterlage 
im Schwerpuncte des Flächenstückes treffen, auf welchem 
der Körper K ruht, so dass der durch die Kräfte P and G 
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Fig. »2. . 



hervorgerufene Normaldruck sich gleichmässig auf die Unter- 
lage vertheilt. 

Die Schwerkraft G liefert zwei Componenten in der Bicli- 
tung der a>- und der j/-Axe: 

Xi = + ßcoea, 
Yi = — G sin a, 

die Kraft P zwei Oomponenten: 

Xj, = — Pflinß, 
ra = + Pco8ß. 

Die beiden Kräfte G und P setzen sich zu einer resultirenden 
Kraft 22 zusammen, deren Componenten sind: 

jr= (r cos a — Psin ß, 
r=— ffsina-f Pcosß. 

Die Besultante R hat somit die Grösse: 

1. B = V(G^cÖ8^'^^8in ßTM-lG sin a — Pcos ß7^ 

und schliesst mit der positiven Seite der x-Axe einen Winkel 
<p ein, der bestimmt ist durch die Gleichung: 

^^ ffcosa — Psinß* 
Werden zwei durch S gehende gerade Linien S A und S B 
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canstmirt, welche mit der poeitiven Seite der o;- Axe den Win- 
kel py reep — p einschliesBen, so mn» im Falle des Gleichge- 
wichtes die Besoltante R innerhalb des Winkelraomes ÄSB 
liegen. Die beiden Oxenzwerthe P^ nnd P, von P ergeben 

dch, wenn die Besol- 
tante R einerseits in 
SAj andererseits in S£ 
fiült. Ans dieser Bedin- 
gung könn^i Pj und P^, 
wenn G und der Win- 
kel ß gegeben sind, so- 
wohl oonstmirt wie auch 
berechnet werden. 

Liegt R innerhalb 
des Winkelraumee j1 SP, 
so liegt f zwischen den 
Grenzen + p und — p, 
tg 7 somit zwischen den 
Grenzen |t und' — (t. 
Wird demgemäss mit e 
eine Grosse zwischen 
+ 1 imd — 1 beajeich- 
net, so folgt aus Gleichung 2 die Bedingung für das Gleich- 
gewicht: 

PcoB ß — GsinoL 




3. 

Hieraus ergibt sich: 
4 



Gcosflt — Psinß 



"o = sp» 



p ejicos OL -f- sin a ^ 

cos ß 4" £ pt- sin ß 



resp. bei Einfährung des Beibungswinkels p, in Berücksich- 

tiiTunir. dass: 

s jt = tg Sj p (wo — 1 <ei <+ 1) 

gesetzt werden kann: 

4a. 



p^8in( a+£| p) ^ 



C08{ß — eip) 

Die beiden Grenzen Pj und Pg ergeben sich fttr s = -[- 1 und 
e = -i- 1, resp; e, = + 1 ujid ^ = — 1. Es ist somit: 
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5. 



resp. 



5a. 



p __ p* coB a -f- s ing ^ 

1 p sin a — |i cos a ^ 

\ * cos ß — 11 sin ß ' 

^ 

_sin(a4-p) 
^»~cos(p-p)- ' 

1 p _8m(« — p)^ 



Ist P^ Pi, so findet eine Bewegung des Körpers K nach 

anfwärts statt und fixr P<Pj tritt. ein Herantergleiten ein. 

Eür ß = 0, wenn also P in die positive Seite der y-Axe 

föUt, wild: ; ;; 

Pi = ([JL cos a + sin a) ff , 

Pj = (sin a — |i cos a) G, 



resp. 



si^(a + p) 
cosp 

p'^sin(a— p)^ 
' cos p * 

•■ * « > 

stellt die Ebene vertical, ist also a i= ^ > so folgt: 



p. = - -„-«- 



ö 



^ I 



cos ß + 1** ™ ß 

p _ _^ G , 

^ cos ß — jt sin ß ' 



resp. 



-p, 



coe p 



coe (ß - p) 



G, 



coep g 



W 



•^" C08(ß + p) 

Ist gleichzeitig (^ = 0, so rücken die beiden Grenzen Pj und P, 
zusammen, es wird: p ^^ p ^^ q 

Die Gleichungeh 5 lassen sich ih hübscher Weise geo- 
metrisch deuten: 

Die Coordinaten des Endpunctes der Kraft Pj seien x^, 
,80 dass also; » 



jr, = — P, am?, 
y, =-f Pioos?. 

Dum folgt: 

6, pi jr, — yi + 'y o(Ä « + an «) G = 0. 

AnderefwiiB seieii x, und y^ ^ Coordmaien des En^oncies 
von P,: D - o 

y, = + P, C08 ? 
und flomit hAz 

6a. P- ^1 + 1^1 "T (?• <50B « — sin n) G^O. 

Die Gleichung 6 stellt eine gerade Linie k^ dai; welche 
durch den Ponct: , ^ 

X = — GCOB«, 

y' = + G sin «, 

also dorch den Endpnnct der mit dem entgegengesetzten Voi^ 
zeichen genonunenen Kraft G geht nnd den "Winkel p mit der 
positiven Seite der x-Äxe einschliesst; die Gleichnng 6a eine 
solche Ar,, die durch denselben Punct x y geht und den Winkel 
— p mit der positiveD Seite der x-Axe bildet Eb ist Oleich- 
gewicht Torhanden, sobald der Endpnnct der Kraft P 
innerhalb des durch k^ und k^ bestimmten Winkehraumes 
liegt, resp. auf k^ oder. A-, Uegt. Ist die Kraft P einer 
dieser beiden geraden Linien parallel« so wird die eine 
Grenze Ton P unendlich gross. 

2. Ein Körper befindet sich in einer horizontalen 
Keilnuth. Die Mittelebene der Keiinnth möge vertical 
stehen nnd in derselben möge der Schwerpunct des 
Körpers sich befinden. Die beiden Seitenflftchen OA 
nnd OB der Keiinnth sollen einen Winkel 25 mit ein- 
ander einschliessen. Auf den Körper möge eine horizon- 
tale nnd zur Axe der Keiinnth parallele Kraft P wirken 
Es soll nntersacht werden, innerhalb welcher Grenzen 
die Kraft P liegen mass, damit eine Bewegung des 
Körpers in der Keiinnth nicht eintritt. 

Das (Gewicht G des Körpers kann in zwei Krfifte zerlegt 
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weiden, die aeakreoht za den 
SeitenflAchen der Eeilnnih sind 
und beide die Grösse: 



N= 



G 



2 sin 8 




besitsen. An jeder Seitenfläche 
entsteht ein Seibungswider- 
stand von der maximalen 
Orösse: 

Cr 

'^28in8 
Der gesammte maximale Seibongswideratand ist somit: 

sm 
oder, wenn -t^ = j1i gesetzt wird: 

F=^ G. 
Es herrscht Gleichgewicht, wenn: 

wo 8 < 1 ist. 

Die hier eingeführte -Grösse (ii wird als der Beibungs- 
co^fficient der Keilnuth bezeichnet. Dieser Beibangscoöfficient 
der Keiinnth ist um so grösser je kleiner S ist. Soll eine Be- 
wegung des Körpers nicht eintreten, so muss 8 möglichst klein 
gewählt sein. 

Der Fall, dass die Axe der Keilnuth unter einem Winkel 
a gegen den Horizont geneigt ist^ bedarf keiner besonderen 
Behandlung. Die Formeln tär denselben lassen sich sofort aus 
den fttr die schiefe Ebene entwickelten herleiten, indem in 
letzteren an die Stelle von |i der Eeibungscoöfücient ^ der 
Keilnuth gesetzt wird. 

3. Ein prismatischer Körper von dem Gewichte G 
sei zwischen zwei vertical stehenden und parallelen 
Ebenen eingeklemmt. Wann wird ein Heruntergleiteu 
des Körpers stattfinden? 
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Fig. 95. 



Das Gewicht G des Kdrpenr ruft 
nen Druck auf die Ebenen A B und A' B^ 
hervor, also auch keinen Reibongswider- 
stand. Dagegen werden infolge des Ein- 
klemmens des Körpers K zwischen den 
Ebenen A B und A' B' elastische Defor- 
mationen von K, wie von den beiden 
Ebenen sich ergeben. Diese elastischen 
Deformationen rufen ' Spannungen, resp. 
Dmckkräfte zwischen K und den Ebenen 
A B und A' B' hervor, deren Grösse na- 
türlich wesentlich von dem Ghnde des 
Elemmens aUi&ngig ist. Die Kenntnias 
dieser Spannungen ist erforderlich zur 
Bestimmung des maximalen Seibungswiderstandes. Ist die 
Summe der normalen Componenten dieser Spannungen auf jeder 

N 
der beiden Seiten A B und A' B' gleich ^- 1 so hat der Rei- 

bungswiderstand den maximalen Werth: 
und es besteht Gleichgewicht, wenn: 

3). Ein Körper ^ mQge zwei feste Ebenen in zwei 
PuuctiBh A und B berühren. Auf den Körper soll das 
im Schwerpuncte S angreifende Gewischt G wirken. 
Es ist zu untersuchen, wann Gle^ichgewicht herrscht. 

In de^ bei4^ Buncrten A und B seien die beiden Bei- 
bungskegel contruirt. Für das Gleichge^cht isfc dani^- erfordern 
l^h, dasif sieh G zerlegen läs^t, in zwei durch A undJ? g^enäs, 
Componenten, die beide im, Inneren dieser Beibuqgskegel liegen. 
Es wird somit ein Bereich existiren, der beiden Beibungs-^ 
kegeln gemeinsam ist, und durch denselben muss die yerticale 
Schwerlinie hindurchjgehen. ' '• . '. 

Die dr*i Ptincfe A, B,S sollen in einer vertibaleii Ebene 
JSJ Üegeni Diede Ebene £ schneidet daim den Beibtingskegel 
mit der Spitze A in zwei Erzeugenden g^ und g^'j welche mit 
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der Nürmaile f^ ' die- 
selben Winkel ein- 
scUiessen ; dagegen 
den Beibungskegel mit 
der Spitze B in zwei. 

Erzeugenden^, ^^d^^', 
die mit der .Normale t^, 
den nämlichen Winkel 
bilden. Diese vier Li- • 
nien bestimmen ein 
Viereck CDEFy durch 
welches die verticale 
in JE. liegende Schwer- 
linie im Falle des 
Gleichgewichtes hin- 
durchgehen mnss. 

r 

4) Ein homogener Stab Von der Länge l, anf welchen 
nur das im Mittelpancte S angreifende Gewicht wirkt^' 
ist in Ä und B gegen eine horizontale utidt vexticale 
Wand gelehnt. Die durch die Axe des Stabes be- 
stimmte verticale Ebene 'JE möge senkrecht stehen so- 
wohl auf der horizontalen, wie auf der verticalen Wand;.- 





11 



jc-^xe 



:m I 



Fig. 75. 



388 Dritter Abselmitt. 

Welchen Werth muss der Neigungswinkel «des Stabes 
besitzen^ damit Gleichgewicht vorhanden ist? 

Der Bequemlichkeit w^gen möge angenommen sein, dass 
die beiden Wände aus dem nämlichen Materiale bestehen. Der 
Beibnngscoäfficient bei ^ ist dann gleich dem bei B. 

Sind die in JE liegenden vier Geraden construirt, welche 
durch Ä und B gehen und mit den Normalen n^ und n^ den 
Winkel p einschliesse^, so wird Gleiohgewicht vorhanden sein, 
sobald die verticale Schwerlinie das durch diese vier Linien 
bestimmte Viereck OD EF schneidet. 

Je grösser der Winkel a ist, desto kleiner ist die Gefahr 
des Gleitens in A und B, Es kommt nur darauf an die untere 
Grenze des Winkels a zu bestimmen. Diese ergibt sieh, wenn 
C und S in derselben Yerticalen sich befinden, wenn also C 
von der verticalen Wand die Entfernung: 

X l cos a 

besitzt. 

Nun ist die Gleichung der Geraden B C: 



^ = (a;— JcosoOtgj|-f pj 



oder: / cos a — x 

die der Geraden A C: 

y^=xtgp-^lainaj 

oder: « i 7 • 

y=^^x + Zsma. 

Für die Entfernung x des Schnittpunctes G dieser beiden Linien 
von der verticalen Wand ergibt sich die Gleichung: 

{cosa — X , , . 

= ji ic + Z sm a , 

aus welcher folfift: 

- cos a — a sm a 

1-f |i.« 

Für den kleinsten Werth, den a im Falle des Gleichge- 
wichts beateen kann, ist: 

1, 
x^==^ -^l cos a . 
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Für diesen Werth von a folgt also: 

1 , , cos a — üL sin a 

2 1 + 1«' 

Es ergibt sich somit &Xr tg a der minimale Werth: 

tg a = — K-^— ' 
^ 2(1 

woraus bei Substituirang von {*. = tg p folgt: 

. = |-2p. 

Die Lösung der gestellten Aufgabe auf graphischem Wege 
bereitet keine Schwierigkeiten. 

5) Die Endpuncte Ä und B eines Lineales sollen 
sich nur auf einer verticalen Kreislinie mit dem Mittel- 
puncte bewegen können. Im Mittelpuncte S des 
Lineales greift eine in der Kreisebene liegende Kraft 
P an, und es soll die Q-leichgewichtsbedingung bei Be- 
rücksichtigung der Beibungswiderstände in A und B 
gefunden werden. 

Es seien die durch Ä und B gehenden geraden Linien 
construirt, welche mit den Radien OA und OB den Winkel p 
einschliessen. Diese 
vierLinienbestimmen 

ein Viereck CDEF, ^ 

welches ftb: den Fall 
des Gleichgewichtes 
von der Kraft P, resp. 
deren Verlängerung A\ 
getroffen werden 
nmss. DieKraftrich- 
tung, resp. die der 
Kraft entgegenge- 
setzte Bichtung föUt 
im Falle des Gleich- 
gewichtee in den 
Winkelraum CBE. Fig. 98. 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 19 




290 



Dritter Abeclmitt 



6) lieber ein vertieal stehendes Ffllirangslineal 
möge eine Hülse mit horizontalem Arme gleiten^ auf 
dessen Endpnnct eine vertieal gerichtete Kraft P 
wirkt. Bei Yernachlässignng des Gewichtes von Hülse 
und Arm sollen die Bedingungen des Gleichgewichtes 
aufgestellt werden. 

Die Kraft P wird die Hülse in den Pnncten A und B auf 
das Lineal pressen. In diesen Pnncten ergibt sich allein ein 
Widerstand der Beibnng. 

Im Poncte A 
seien die beiden Ge- 
raden g^ und Qi' 
constroirt, welche 
mit der Horizon- 
talen den Winkel p 
einschliessen; eben- 
so in £ die beiden 
Geraden g^ nnd gfg» 
welche mit der Hori- 
zontalen den Win- 
kel p büden. Diese 
vier Linien bestim- 
men ein Viereck, 
welches im Ealle des 
Gleichgewichtes von P, resp. deren Verlängerong getroffen 
werden mnss. Da mehrere der Eckpnncte sich im Unendlichen 
befinden, so ergibt sich Gleichgewicht, sobald der Abstand der 
Kraft P vom Fühmngslineal grosser oder höchstens gleich ist 
dem Abstände des Schnittpunctes C der Linien g^ nnd g^ vom 
FührungslineaL 

Ist die Höhe der Hülse gleich a, so folgt bei Vernach- 
lässigung der Breite des Führungslineals fär die kleinste Ent- 
fernung, welche die Ejraft P im FaUe des Gleichgewichtes vom 
Führungslineale besitzen muss, der Werth: 




Fig. 99. 



oder: 



^= 2^*Sf^' 



x=^av. 
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Die Grösse der Eraft hat keinen Einfluss auf das Gleich- 
gewicht, sondern nur die Entfernung vom Führungslineal. 

Bei Berücksichtigung des Gewichtes G von Hülse und 
horizontalem Arm muss die ftlr P hergeleitete Bedingung jetzt 
fllr die Eesultante von P und G gelten*) 

§ 48. 
Reibung eines auf einer festen ebenen Unterlage ruhenden Körpers. 

Bei den in dem vorigen Paragraphen behandelten Fällen 
ist, soweit dieselben sich auf Körper beziehen, welche die Unter- 
lage in einem Flächenstücke Ä und nicht etwa nur in einem 
einzigen Puncto berühren, stets vorausgesetzt, dass die auf den 
Körper K wirkenden Kräfte sich vereinigen leuasen zu einer 
einzigen Kraft P, deren Angriffipunct senkrecht über dem 
Schwerpuncte S^ des Flächenstückes Ä sich befindet. Bei dieser 
speciellen Annahme konnte unter Vernachlässigung der durch 
die etwaigen elastischen Deformationen hervorgerufenen Span- 
nungen zwischen Körper und Unterlage eine gleichmässige 
Vertheüung der normalen Componente JV^ von P auf das Flächen- 
stück A vorausgesetzt werden. Auf dem Flächenelemente df 
von Ä lastet dann ein Normaldruck: 

welcher einen dei* Kraft P entgegengesetzt gerichteten Bei- 
bongswiderstand von der maximalen Grösse: 

bedingt. Alle diese parallelen Eeibungswiderstände setzen sich 
2ni einer einzigen in S^ angreifenden und der Kraft P entgegen- 
gesetzten Widerstandskraft von der maximalen Grösse: 

zusammen. Es besteht somit G-leichgewicht, sobald: 

P<tiJV'. 

* Siehe Herrmann, „Zur graphischen Statik der Maschinengetriebe.** 
Bratmschweig 1879. 

19* 
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Es Bollen jetzt die beschränkenden Voraussetzungen fallen- 
gelassen und die allgemeine Avdgahe untersucht werden, die 
Gleichgewichtsbedingungen zu bestimmen, wenn die auf den 
Körper K wirkenden Ejräfte vollkommen willkürliche sind. 

Die Ebene, auf welche der Körper K ruht, möge zur Ebene 
z = eines rechtwinkeligen Coordinatensystemes gemacht sein. 
Die Componenten der auf den Körper K wirkenden Kräfte 
seien Xi, Yi, Zi und iCi, ^i, ßi die Coordinaten der AngriflFspuncte. 
Der Körper wie die Unterlage bestehe aus einem vollkommen 
homogenen und isotropen Materiale, so dass der Beibungscoef- 
ficient (1 für jeden Punct der Berührungsfläche A denselben 
Werth besitzt und unabhängig ist von der Richtung der durch 
die Ejräfbe Xi Fi Zi angestrebten Bewegung. 

Von der Möglichkeit eines Kippeios des Körpers sei abge- 
sehen. Es wird dann der Körper in Buhe bleiben, sobald die 
Kräfte Xi Fi, als deren Angriffspuncte die in der Unterlage 
befindlichen Puncto oci yi angesehen werden können, mit den 
Beibungswiderständen im Gleichgewichte stehen. 

Die Kräflje Xi Yi Z\ rufen Druckkräfte zwischen Körper 
und Unterlage hervor, welche im Allgemeinen von Punct zu 
Punct andere Bichtung und Grösse besitzen. Es braucht der 
Druck keinesweges, wie in der Begel stillschweigend voraus- 
gesetzt wird, fttr jeden Punct der Unterlage denselben Werth 
zu haben und normal gerichtet zu sein. Soll eine Möglichkeit 
der strengen Behandlung des Problems vorliegen, so müssen 
die Componenten des Druckes für jedes Flächenelement df der 
Berührungsfläche A gegeben sein. Diese Druckcomponenten 

• 

®^^®^' Xdf, Ydf, Zdf, 

so dass Xj F, Z die Componenten des specifischen Druckes 
sind. 

Die Componenten: 

Xdf und Ydf 

• 

des Druckes werden gleich den Kräfben Xi Fi bestrebt sein, 
eine Bewegung des Körpers parallel zur Unterlage hervorzu- 
rufen, während die normale Componente Z df einen Beibungs- 
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widerstand bedingt (natürlich nur &lls die Kraft Z der Unter- 
lage zugekehrt ist, was angenommen sein soll) von der Grösse 

dF=}}.Zdf. 

Es sollen die Bedingungen des Gleichgewichtes aus dem 
Principe der virtuellen Verrückimgen hergeleitet werden. 

Infolge der festen Unterlage sind nur Verrückungen 
parallel zu derselben möglich. Bei einer solchen wird von 
den Kräften Xx Y\ Z\ die Arbeit geleistet: 

und von den Druckkräften die Arbeit: 

Der Beibungswiderstand eines Flächenelementes d/) dessen 
Coordinaten x^y sind, ist der Bewegungsrichtung entgegenge- 
setzt. Wird demgemäss mit: 

der von dem Flächenelemente df bei einer virtuellen Ver- 
rückung zurückgelegte Weg bezeichnet, so ergibt sich für die 
Arbeit des maximalen Beibungswiderstandes dF bei dieser 
Verrückung der Werth: 

— dFls = — }}.ZlBdf 
und somit ist: 

die Arbeit des gesammten Beibungswiderstandes. 

Im Falle des Gleichgewichtes muss die von den Kräften 
Xi Y\ Zi, 'Xdf YdfZdf geleistete Arbeit: 

SCJTiSxi-f ri8yi) + /(X8a;+ Y8y)df 

zwischen den Grenzen: 

— \ij^8sdf und -\- \iJZSsdf 

sich befinden. Bezeichnet demgemäss e eine Grösse zwischen: 

— 1 und +1, 
so muss im Falle des Gleichgewichtes die Bedingung: 
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1. I.{Xi8xi']-Yi87jO + J{Xox+ Y87j)df+e\iJZ88df^O 

fiir jede virtuelle Verrückung des Körpers erfüllt sein. 

Jede unendlich 
kleine Bewegung 
eines festen ebenen 
Systemes kann auf 
eine Drehung von 
der Grösse 89 um 
einen Punct £t] zu- 
rückgeführt werden. 
(Siehe § 29.) Dem- 
gemäss la^en sich 
die virtuellen Ver- 

x-ytxe—A ^ t rückungen Sx, Sy 

eines Punctes xy 
unddas Wegelement 
85 schreiben: 




Fig. 100^ 



wo 



8a;= + (7] — y)8 9, 
Sy = — {i — x)Sf^ 
Ss =r 8y , 

r = ^(i^xr + {7i-yr. 



Aus der Grleichung 1 ergibt sich daher: 

I [Fi {xi - 4) - X (t/i - Tj)] + f[Yix - 4) - X{y 



■n))df 



Der Ausdrack: 



M 



= y:[Yi{xi-i)- Xiii/i—n)]+ j [Y{x-i)-X(y--n))df 

stellt die Summe aus den Momenten dar der sämmtlichen 
Kräfte Xi Yj, Xdf Ydf für den Punct fiif] als Drehpunct. 
Im Falle des Gleichgewichtes muss die Gleichung: 

M-\-^)f.JZrdf=Q 

für jeden Fonot £ fi erfüllt sein, um welchen eine Drehung des 
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Systemes möglich ist. Ist speciell eine Drehung um jeden 
Pnnct i 7] möglich, also eine Drehung des Körpers um jede zur 
Unterlage senkrecht stehende Axe, so muss der hergeleiteten 
Gleichung fiir jeden Punct i ri der Ebene genügt werden. 
Die Function: 

2. V^JZrdf 

der Coordiuaten £, y] möge die Beibungsfunction genannt sein. 
Bei Einführung dieser Function ist: 

3. ilf+£liF=0, 

d. h. im Falle des Gleichgewichtes muss für jeden Punct 
irij um welchen eine Drehung des Systemes möglich ist, 
der absolute Werth der Sunune der Drehmomente der Be- 
wegung anstrebenden Kräfte kleiner oder höchstens gleich 
sein dem Producte aus dem BeibungscoSfficienten und der 
Beibungsfunction. 

Die Kräfte: 

XiYi, XdfYdf 

lassen sich entweder zu einer einzigen resultirenden Kraft oder 
zu einem Kräftepaare vereinigen. 

In dem letzteren Falle hat M fiir alle Puncto St) den 
nämlichen Werth, und zwar ist M dann gleich dem Momente 
des resultirenden Kräftepaares. Die Gleichung 3 sagt aus, dass 
im Falle des Gleichgewichtes das Moment dieses Kräftepaares 
kleiner oder höchstens gleich ist dem Producte [t F. Ist Vm 
der kleinste Werth der ßeibungsftmction, so wird Gleichge- 
wicht bestehen, wenn: 

4. Jlf+e|iFm = 0, 

d. h. wenn der absulute Werth des Momentes M des Kräfte- 
paares kleiner oder höchstens gleich ist dem Producte 
aus dem Beibungscoöfficienten und dem kleinsten Werthe 
Vm der Beibungsfunction. 

Die Kräfte: ^. y-.^ XdfYdf 

sollen sich zu einer resultirenden Elraft P vereinigen. Der 
Angriffiipunct derselben möge die Coordinaten a, h haben, und 
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der Winkel, welchen die Biclitimg der Kraft mit der positiven 
Seite der x-Axe einschliesst, sei a. 
Dann ist: 

Jlf = P {(a — €) sin a — (6 — tj) cos a} 
und Gleichung 3 wird: 

wo ^ den Ausdruck: 

(a — 4) sin a — (ft — tj) cos a 
bedeutet. 

Der Angriffspunct ab und der Winkel a seien gegeben. 
Die Grösse, welche die Kraft P besitzen kann, hängt dann 
von dem Minimum der Function <E> ab. Ist 4>m dieses Mini- 
mum, so wird im Falle des Gleichgewichtes sein 

6. p+6|i<l>„» = 0, 

es wird somit P zwischen den Grenzen und |i4>ni sich 
befinden müssen. 

Die Bestimmung des Gleichgewichtszustandes ist in beiden 
Fällen auf die Bestimmung des Minimums einer Function F, 
resp. ^ zurückgef&hrt. 

Ausser von den Coordinaten a, b des Angriffspunctes hängt 
das Minimum der Function 4> noch von dem Winkel a ab. Für 
jeden Winkel a ergibt sich im Allgemeinen ein anderes Mi- 
nimum &ÜC ^ bei Festhaltung des AngrifEspunctes ab und so- 
mit ein anderes Maximum für die Kraft P. Es bietet keine 
principiellen Schwierigkeiten für jeden Winkel a das Maximum 
von P und so dasjenige den Punct a b umgebende und in Be- 
zug auf denselben symmetrische Gebiet zu bestimmen, in dessen 
Innerem, resp. auf dessen Peripherie der Endpunct der in ab 
angreifenden Kraft P im Falle des Gleichgewichtes sich be- 
findet. Dieses Gebiet, dessen Bestimmung erforderUch ist, um 
sich eine Vorstellung über den Einfluss des Heibungswider- 
Standes bei Aenderung des Winkels a zu bilden, möge das 
Gleichgewichtsgebiet der Kraft P für den Punct a6 als 
Angriffspunct genannt werden. 
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Von vornherein ist kUir, dass das Gleichgewichtsgebiet 
jedenfalls innerhalb eines Kreises liegt, welcher mit dem Badius: 

V-fZdf 

um den Ponct a b geschlagen ist, da die Besultante aus sämmt- 
lichen Beibungsvriderständen: 

nicht grösser als: 

it jzdr 

sein kann. 

Für das MinimuTn der Function $ müssen die beiden 
Gleichungen: ^^ 

»*_o 

Y] 

erfüllt sein. Nun ist: 

84> V^ — S) sin a — (6 — Tj) cos aj . yv^ + Fsin a 

\(a — £) sin a — (6 — t]) cos a 
und 



8^ 



\{a — £) sin a — (b — ■»)) cos a 1 • Fcos a 



\{a — $) sin a — (6 — •»)) cos a 



» 



Den beiden Gleichungen: 



= 0, 



B. = « 



wird somit gentigt, wenn: 

(a — i) sin a — {b — •>]) cos a • ^j + ^siii a = 



und 



j (a — £) sin OL — (6 — rj) cos a • Fcos ot = , 
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oder wenn: 

8F 8 F 

7. 7+(a-S)"^ +(6-T,)^=0 

und 

8. -^-r 0O8 a + -r — 8in a = . 

Durch diese beiden Gleichungen 7 und 8 sind zwei Curven 
dargestellt, welche sich in demjenigen Puncto schneiden, für 
welchen die Function 4> den kleinsten "Werth besitzt. Die 
Curve 7 ist unabhängig von dem Winkel a, auf ihr liegen 
daher die Minima von 4>, die sich für sämmtHche Winkel a 
ergeben: sie soll als die Curve der Beibungscentra bezeichnet 
werden für den Punct a& als Angriffspunct der Erafb P. Es 
kann sein, dass für denselben Winkel a sich mehrere Minima 
&Lr 4> ergeben. In einem solchen Falle kommt natürlich nur 
dasjenige Minimum in Betracht, Air welches ^ den kleinsten 
Werth annimmt. Der betreffende Pimct S t] möge das ßeibungs* 
centrum flir den Richtungswinkel a der in a& angreifenden 
Kraft P genannt sein. 

Anmerkung: Es kann sein, dass der Körper K die Unter- 
lage nicht mit einem Flächenstücke Ä, sondern nur in ein- 
zelnen Puncten Sn "^n berührt. Dieser Fall bedarf keiner be- 
sonderen Behandlung. Die hergeleiteten Sätze behalten ihre 
Giltigkeit. Die Iteibungsfunction wird: 



wenn Zn den Normaldruck in den Puncten in ^In bedeutet. 

§ 49. 
Darstellung der Reibungsfunctton. 

Das gestellte Problem läuft auf die Untersuchung der 

heraus. 

Da der Werth von Z im Allgemeinen nicht ftir jeden 
Punct xy angebbcu: ist, so ist es nothwendig eine Hypothese 
über das Gesetz, welches Z befolgen soll, der Bechnung zu 
Grunde zu legen. 



Die Theorie der Beibung. 299 

Geht der resTiltirende Normaldruck: 

durch den Schwerpunct des Flächenstückes A^ auf welchem 
der Körper ruht, so kann angenommen werden, dass der Druck 
in jedem Puncto normal gerichtet ist, überall denselben Werth 
besitzt und dass die Summe sämmtlicher Druckkräfte gleich N 
wird. 

Dann ist: x=0 und F=0, 

und es ergibt sich für das Flächenelement d f ein Normaldruck: 

pdf, 
wo: N 

Unter Zugrundlegung dieser Hypothese wird die Reibungs- 
fimction 

1. V=pjrdf. 

Geht der resultirende Normaldruck dagegen nicht durch 
den Schw;erpunct der Fläche A, so ist die aufgestellte Hypo- 
these s^eng genommen nicht zulässig. Trotzdem möchte in 
Ermangelung einer besseren Annahme auch in diesem Falle in 
der Begel nichts weiter übrig bleiben, wie sich mit derselben 
als einer ersten Annäherung zu begnügen. 

Mit Hülfe der Formeln der Integralrechnung: 



und 



/ / ^—0/*=— / ÜGOB{nx)do 
J J 8--^/"= — J ^cos(?i2/)do. 



durch welche Flächenintegrale auf Randintegrale zurückgeführt 
werden, bietet es keine Schwierigkeiten unter Voraussetzung 
der genannten Hypothese die Bestimmung der Reibungs- 
function auf die Ausführung einer einmaligen Integration zu 
redttciren. 

Es ist: l^—_x)r^_ „(^-^l' 

8x r 

and Hri-y)r_ (v)-?/)' . 

y r 
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somit: 

?iii-x)r i{ri-y)r_ 

8x "^ i^ --ör 

nud daher bei Einsetzung des Werthes: 

_ 1 f ? ( i-x) r i{- n-y)r \ 
3\ ^x ~^ 8y /* 

in die Gleichung 1: 

Nun ist infolge der obigen Formeln: 

J J ^~^df= — j{i — x)rcoa{nx)d<3, 

fJ—-^-dr=-f(.-n-y)rcoB(ny)do 

und demgemäss wird: 

2. V=^p I Ui--x)coa{nx)'\-{yi-—y)co8{ny)\rdo, 

wo die Integration über den Iland der Fläche Ä auszudehnen ist. 
Femer ist: 



ST 

8F 






und daher analog: 



3. 
und 



= /) I rcoa{nx)da 



(^v r 



r cos (ny)da. 



§ 50. 

Specialisirung fOr den Fall, dass die Kraft in dem Sehwerpuncte der Fläche 

angreift, auf welclier der Körper ruht 

Vorzugsweise wichtig ist der specielle Fall, dass der An- 
grifispunct ab der Elrafb P in den Schwerpunct der Fläche A 
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&Ilt. Zur üntersncliung desselben sollen zunächst die unend- 
lich entfernten Elemente der Curve der Eeibungscentra ge- 
funden werden. 

Bei Einsetzung der Werthe: 

8F r Ci—x 



-// 



U '' J J r 



-// 



df, 



df 



ÖT] J J ^ 

in die Gleichung der Curye der Beibungscentra wird: 

oder r /• (S -x){x- a) 4^(y} - j/ ) (y - h) ^ 

JJ V(l-a!)« + (^->)« 

Bei Einfilhmng von homogenen Coordinaten 

S = ^ und i) = f^ 
ergibt sich: 

und somit ftir 63 = 0: 

cosß//(rr-a)cZ/'+sinß//(2/-6)d/-=0, 

COS ß = 



sinß = 



s. 



2 

8 



also ß den Winkel bezeichnet, welchen die Gerade, deren unend- 
lich femer Punct ein Punct der Curve der Beibungscentra ist, 
mit der positiven Seite der a;-Axe einschliesst. 

Sind OJg, ys die Coordinaten des Sohwerpunctes der Fläche A: 



Xb — 



y« = 



A ' 

SJyäf 
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SO folgt: 

1. {Xs — a) cos ß 4- (ys — &) sin ß == , 
resp. 

2. tgß = ^ — T' 

d. h. die Gurve der Beibungscentra besitzt stets einen 
unendlich fernen Punct, nnd zwar ist derselbe der nnend- 
lieh ferne Funct einer auf der Verbindungslinie des Schwer- 
punctes Xs y^ der Fläche Ä mit dem Angriffspuncte a b der 
Kraft P senkrecht stehenden geraden Linie. 

Soll dieser unendlich ferne Punct ein Reibungscentrum 
für einen speciellen Winkel a sein, so müssen die Coordinaten 
desselben der Grleichung: 

-^-^cosa+g^8ma = 

genügen. Bei Einsetzitng der Coordinaten dieses nnendlich 
fernen Pnnctes wird: 

5j=Pcosß. 

87 . . 

-^-=psmß, 

und somit ergibt sich: 

cos ß cos a -f- sin ß sin a = , 
also: 

d. h. die gesuchte Kraft geht durch den Schwerpunct der 
Fläche Ä hindurch. Für diese Kraftrichtung hat P infolge 
des unendlich fernen ßeibungscentrum und der so parallel 
werdenden Beibungswiderstände den grössten Werth: 

P=\iN. 

Fällt der AngrifiPspunct der Kraft P in den Schwer- 
punct der Fläche A, so ist die Gleichung 1 für jeden 
Winkel ß erfüllt. Die Curre der Beibungscentra ist die 
unendlich ferne gerade Linie und das Gleichgewichtsgebiet 
ein Kreis, welcher mit dem Badius: 

um den Schwerpunct als Hittelpunct geschlagen ist. 



Die Theorie der Reibung. 303 

Der Fall, mit dem die ganze Betrachtung begonnen, hat 
sich, wie dieses auch sein muss, aus den allgemeinen Formeln 
durch Specialisirung ergeben. 

§ 51. 
Behandlung specieller FftNe. 

1.- Die Fläche Ä^ auf welcher der Körper K ruht, 
möge so klein sein, dass an die Stelle derselben nähe- 
rungsweise ein einziger Punct C gesetzt werden darf. 

Durch diesen zum Nullpunct des Coordinatensystemes ge- 
machten Punct C muss der resultirende Normaldruck N hin- 
durchgehen, da sonst ein Kippen des Körpers sich ergeben 
würde. 

Die Keibungsfimction ist: 



,2 



und die Gleichungen 7 und 8 des § 48 werden: 

a£ + 6Yj = 0, 
i cos a -f- 7] sin a = 

Bei Elimination von i und f\ ergibt sich: 

- - = tg a , 

d. h. die Kraft P muss durch den Punct C gehen. 

Es findet Gleichgewicht statt, wenn die Grösse der in C 
angreifenden Kraft zwischen den Grenzen und |i N sich be- 
findet. Das Gleichgewichtsgebiet ist ein Kreis mit dem Badius 
|i N und dem Mittelpuncte C, 

2. Ein Körper möge in zwei Puncten A und B auf 
einer horizontalen Unterlage ruhen. Der resultirende 
Normaldruck N muss, da kein Kippen stattfinden soll, 
durch die Verbindungslinie der Puncte ^und B gehen. 
Es ist das Gleichgewichtsgebiet für den Punct Ä als 
Angriffspunct der Kraft P zu bestimmen. 

Der Punct A sei zum Nullpunct eines rechtwinkeligen 
Coordinatensystemes gemacht, dessen positive Seite der a;-Axe 
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durch den Punct B geht, welcher vom Puncto Ä die Entfemtmg 
d haben möge. 

Die Beibnngafimction V nnd deren Ableitungen sind: 









wenn j? nnd q die beiden sich durch Zerlegnng von N ia Ä 
nnd £ ergebenden Dmckkrfifte bedeuten. 
Die Cüurve der Beibungscentra wird: 

, r p-n , ^o 1^ 

LV4« + ij« V(4-rf)* + ^'J 

oder* 

(4-rf)* + il' = (4-d)4 + V, 

eine Gleichnng, die nnr befriedigt ist, wenn: 

Die Corve der Seibnngscentra ist die durch B gehende 
nnd anf AB senkrecht stehende gerade Linie. 

Anf dieser Corve mnss das Mininrnm der Fonction 4^ fOr 
jeden Winkel a liegen. 

Für i = d ist: 

^^ p}/d^ + -n^ + qyi 
T] cosa — cisina 

nnter Yoranssetzong von positiven Werthen ftr t]. Ist da- 
gegen 1] negativ, so mnss: 



4> ^PV^' + V — g^_ 
7] cosa — dsina 

gesetzt werden, da die in V vorkommenden Wnrzelgrössen: 
stets mit dem positiven Vorzeichen behaftet einzafähren sind. 
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Infolge der Symmetrie der Curve der Beibungscentra und 
des Gleichgewichtsgebietes in Bezug auf die a>-Axe des Coordi- 
natensystemes genügt es, die Eechnung für positive Werthe 
von 7] durchzuftüiren. 

Für i = d und tq = ist: 

" sina 

Für solche Winkel a, für welche 4>q das Minimum von 
4> ist, ist: 

P= ±11-/ 



sina 

das Maximum der Kraft P, und es wird das Gleichgewichts- 
gebiet durch die beiden zur .'r-Axe parallelen Linien: 

y=^p und y = — ^p 

begrenzt sein. 

"Wächst 7) von 7] = aus, so ist * im Wachsen begriflfen 

^^'- ■n = dtga, 

wo ^ einen unendlich grossen Werth erhält. Dann nimmt 
4> wieder ab. 

Für Tj =oo wird: 

cosa 

es darf daher jedenfalls der Endpunct von P nicht ausserhalb 
des Rechteckes liegen, welches durch die Linien: 

y = V'P7 y^ — V-Pj ^ = 1^(^ + 9), ^ = — {*•(!> + ?) 

begrenzt ist. 

Ob zwischen 7) = d tg a und 7) = 00 noch ein Minimum 
der Function ^ liegt, hängt davon ab, ob die Curve 

^cosa + — sma = 

die Curve der Seibungscentra schneidet oder nicht. Diese Curve 

8 F 8 F 

fahrt bei Einsetzung der Werthe von ^, und — r — für i = d 

und unter Voraussetzung eines positiven 7) auf die Gleichung: 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 20 
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pdcoscL -\- ipyi-\- q \d} + 1^) sin a = . 

Für positive Werthe von tj muss jedenfalls cotga nega- 
tiv sein, also a im zweiten oder vierten Quadranten liegen, und der 

absolute Werth von cotg a grösser sein als — -, wenn 4> ausser 

4>Q noch ein weiteres Minimum besitzen soll. 
Für den durch die Gleichung: 

cotga = 6| (_1<6<+1) 

bestimmten Winkelraum ist das Gleichgewichtsgebiet durch die 
beiden Geraden: 

y=^^p und y= — )f.p 
begrenzt. 

Die Wurzeln der Gleichung: 



pdcosa-|-(j9 7] + g \d^ + "^^j si^ ^^^ = 
sind: 

7] = 7-9 är^ — I — P^ cos a ± flf yfp^ — q^ sin^ a} 

{p —q)^va.a.\ ^ f 

Bei Einsetzung dieses Werthes von t] wird: 

^ d 



p Vd^ + tq' + 9''Q=+. - Vp* — q^ sin* a , 

jr I I I :i I sma 



, . ,«* — o^sm^a + flfcosa Vp — g^sm*« 

73 cos a — a sm a = — d- j- ^ -o^—r-^ 

' {p^ — q^) sm a 

und daher: 



Vp* — ?^ sin* CL + q cos a 

oder: 

* = ± { yp* — g* sin* g ± 5 cos a} 

und zwar werden, da: 



pVd*+T|* + gY] 

positiv sein muss, die oberen oder die unteren Voszeichen gelten, 
je nachdem a im vierten oder im zweiten Quadrd^iten sich be- 

\ 
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findet. Infolge der Symmetrieverhältnisse des öleichgewichts- 
gebietes gilt das obere Vorzeichen auch für den ersten, das 
untere für den dritten Quadranten. In beiden Fällen ist der 
absolute Werth von * jedenfalls grösser als ^fp^ — q^, resp. 

Liegt a im ersten oder vierten Quadranten, so ist: 
r = it [\p^ — q^ sin^ a + gr cos a} 
und, wenn a im zweiten oder dritten Quadranten liegt, 

r = |i {ip^ — q^B\u^ a — g cos a} 

die Qleichung der Begrenzungscurve des Gleichgewichtsge- 
bietes. 

Die erste Gleichung stellt einen Kreis: 

(rc— |ig)" + 2/« = |iV 
dar, der mit dem Badius |ip um den Punct: 

als Mittelpunct beschrieben ist, die zweite Gleichung einen 
solchen: (^ + j^ ^)2 ^ ^2 _ ^2^2 

mit dem Radius ^p und dem Mittelpuncte: 

Von diesen beiden Kreisen kommen jedoch nur diejenigen 
beiden Halbkreise in Betracht, welche durch die Puncte: 

halbirt werden, da die Puncte der anderen beiden Halbkreise 
theils in dem Gebiete liegen, für welches: 

COti? CL = £ 1 

^ P 

theils die Bedingung nicht erffülen, dass der absolute Betrag 

von 4> grösser ist als )/p ^ — q^. 

Durch diese beiden Halbkreise und die sie in den Puncten: 

20* 
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berührenden geraden Linien 

y^ + V-P lind y = — |ijp 
ist das Gleichgewichtsgebiet begrenzt. 




Fig. 101* 

Sehr einfach werden die Ilesultate, wenn keine Kraft P, 
sondern ein Kräftepaar mit dem Momente M auf den Körper 
wirkt. Es kommt dann auf das Minimum der Beibungs- 
ftinction : 

an. Jedenfalls wird dieses Minimum auf der x-Axe zwischei 
den beiden Puncten Ä und B liegen. Dann ist : 

r=pi + q{d-i). 

Dieser Ausdruck hat sein Minimum bei i = oder i^=d, 
je nachdem p^q oder g>p. In dem ersten Falle ist: 

wenn Gleichgewicht herrschen solL 

In diesem hier behandelten speciellen Falle würde eine 
geometrische Betrachtung viel schneller zum Ziele gefthrt 
haben. Es ist der analytische Weg eingeschlagen, da es nicht 



im zweiten: 
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auf das specielle Besuliat, sondern auf eine Erläuterung der 
Methode ankam. ( 

3. Ein Körper möge in drei, ein gleichzeitiges 
Dreieck bestimmenden Puncten ^,J?, (7 auf einer ebe- 
nen Fläche ruhen. In jedem dieser Puncte soll der 
nämliche Druck p herrschen. Wie gross darf das Mo- 
ment M eines auf den Körper wirkenden Kräftepaares 
sein, welches keine Bewegung hervorrufen soll? 

Sind ri , r^, r^ die Entfernungen eines Punctes i t\ der 
Ebene von den drei Puncten A^ Bj C, so ist die Beibungs- 
fonction: r=pir,+r, + r,). 

Das Minimum Vm derselben ergibt sich füLr den Mittelpunct 
des durch die drei Puncte A, B, C beschriebenen Kreises. Ist 
r der Eadius desselben, so wird: 

falls N den resultirenden Normaldruck bedeutet. Es besteht 
Gleichgewicht, wenn: 

M+B\LNr = 0. 

Auf die allerdings keine Schwierigkeiten, aber umständ- 
liche Rechnungen verursachende Aufgabe das Gleichgewichts- 
gebiet zu bestimmen ffir irgend einen Punct a 5 als Angriffs-, 
punct einer an die Stelle des Kräfbepaares tretenden Kraft P 
soll nicht eingegangen werden. 

4. Ein Körper möge mit einer Kreisfläche vom 
Badius B auf einer ebenen Unterlage ruhen. Es sollen 
die Bedingungen des Gleichgewichtes gefunden wer- 
den für den Fall, dass ein Kräftepaar von dem Mo- 
mente M auf den Körper wirkt. 

Es kommt wieder darauf an das Minimum der ßeibungs- 
function zu bestimmen. 

Werden aus dem Flächenstücke, dessen ßeibungsfunction 
aufzustellen ist, vier in Bezug auf die Coordinatenaxen sym- 
metrisch gelegene Flächenelemente df ausgeschnitten, so liefern 
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dieselben znr Beibnngsfimctioii den Beitrag: 

wenn r,, Tg, Tg, r^ die Entfemnngen sind des Pnnctes 6tj von 

diesen Flächenelementen. Da nun aber das Minirnnm von der 

Summe: , . , 

^1 + ^2 + ^« + ^4 



^ 



x-Axe 



im Nollpnncte 
des Coordinaten- 
systemee Kegt, 
SO wird das 
Minimum Fm 
der Beibnngs- 
fnnction jeden- 
falls im NuU- 
poncte des Coor- 
dinatensystemes 
sich befinden, 
sobald das be- 
treffende Plä- 
chenstück, wie 
in dem hier ge- 
wähltenBeispiele, 
in Bezug auf die 
Coordinatenaxen 
symmetrisch ist. 
Das Minimum Vm der Reibungsfunction ergibt sich fär 
den Mittelpunct der Kreisfläche. Es ist daher: 




Fig. 102. 



m 






r^ drd^^ 



Vm = -^T^R^2h 



oder bei Einftlhrung des resultirenden Normaldruckes: 

N=R^7C2J, 



rra = T:NR. 
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Somit moss im Falle des Gleichgewichtes die Bedingung 
erfüllt sein: o 



s» 

-^ 



ö 

Der grösste absolute Werth des Momentes ist: 

5. Ein Körper K möge mit der Fläche eines Recht- 
eckes auf einer ebenen Unterlage ruhen. Es sollen die 
Bedingungen des Gleichgewichtes bestimmt werden 
für den Fall, dass ein Kräftepaar mit dem Momente if 
auf den Körper wirkt. 

Der Mittel- 
punct des Becht- 
eckes sei zum 
NuUpunct des Co- 
ordinatensyste- 
mes gemacht, und 
die Coordinaten- 

axen seien paral- X'j4xe 

lel zu den Seiten 
des Bechteckes 

angenommen. 
Die Seiten mögen 
die Längen a und 
b besitzen. 

Es wird dann: 

Fm = — -^p / o; cos (nx) + 7j cos {?i y)\rdo, 

wobei das Integral über die Peripherie des Bechteckes zu er- 
strecken ist. In diesem Integrale liefern je zwei gegenüber- 
liegende Seiten des Bechteckes den nämlichen Beitrag. Für 

die Puncte der Seite rc = ^ ist: 



T 
I 
I 
I 

l 
I 



a i 

I 

\ 

\ 

I 
1 



Fig. 103. 



cos {nx)^= — 1 , cos {n y) = 0] 



a 
^=2' 
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demgemäss liefert diese Seite für das Integral den Beitrag: 

^2 




V|" + 2/'rfy. 



_ b 

Nun ist aber: 




I' + .• .i!, = I Vi" + y. + i'ig (» + V?+ »■) + c. 



somit 



2 

a 



'^^«d^=^VaM^6-* + |'lg^«' + *' + ^ 



Die Seite oc = -^ liefert den Beitrag: 



(^Pir..i-2-rTi I «*i Va^ + ft^ + ö 



[b Va» -R« + 2 lg 



— t • 



24 1 '2 ^Vö* + ö« — & 

1. 

Der Beitrag der Seite y = ^ ergibt sich durch Vertauschung 
von a mit 6. er ist also: 



241 ^ ^ 2 ^ Va« + ö«- J 

Demgemäss wird: 



r„ = ^ «5 Va'+6«+^ ^«3 lg :^^^,^- +,aig____-t_ 

und es besteht Gleichgewicht, wenn: 

Geht das Bechteck in ein Quadrat über von der Seite a, 
so vereinfacht sich der Ausdruck für Fm. Es ist dann: 

8.^r 1 V2 + 1 



--""n^^^h^m 
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oder bei Einftlhrung des resultirenden Normaldruckes: 

V2 + I 



-"=f|v^+^-;iM) 



Der maximale absolute "Werth von M ist: 



^ 6 r ^2^V2"_i 



§ 52. 
Reibung eines auf einer festen (crummen Oberfläche ruhenden Körpers. 

Kuht ein Körper K nicht auf einer Ebene, sondern auf 
einer krummen Oberfläche, so muss dieselbe jedenfalls der Be- 
dingung genügen, dass sie in sich selbst verschiebbar ist. 
Wäre diese Bedingung nicht erfüllt, so würde der Körper jK", 
der mit dem Flächenstücke Ä auf der krummen Oberfläche 
ruht, bei einer etwaigen Bewegung theilweise ausser Contact 
mit derselben kommen. Für jede specielle krumme Oberfläche 
lässt sich die Untersuchung in ähnlicher Weise durchführen, 
wie sie in dem Falle, dass der Körper K auf einer Ebene 
ruht, durchgeführt ist. 

Es soll hier die Methode nur an einem einzigen ganz spe- 
ciellen Beispiele erläutert werden. 

Eeibung eines Kolbens an der Cylinderwand: Es 
möge vorausgesetzt sein, dass der Druck zwischen Kolben und 
Cylinderwand stets normal zur Cylinderwand gerichtet ist und 
überall denselben Werth p besitzt. 

A.uf den Kolben soll 
eine Kraft P in der Rich- 
tung der Axe und ausserdem 
ein Drehmoment M senkrecht 
zu derselben wirken. 

Der Badius des Kolbens 
sei B. 

Der Kolben kann eine 
Portbewegung von der Fig. 104^ 





T 
1 

1 

JL 










> 
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Grösse 5 s und gleichzeitig eine Drehung von der Grösse S y 

erleiden. Bei einer solchen virtuellen Verrückung leistet die 

Kraft P eine Arbeit: ^5. 

Pos 

und M eine solche: ,,«, 

Mof. 

Jeder Punct der Berührungsfläche zwischen Kolben und 
Cy linder legt hierbei einen Weg zurück von der Grösse: 



Da sich nun fär jedes Flächenelement ein Beibungswider- 
stand von der maximalen Grösse: 

ergibt, so ist die von dem gesammten Keibungswiderstande bei 
einer virtuellen Verrückung geleistete Arbeit: 



(i.iVV8s^ + i?2 8(p2 

wo N den gesammten Druck zwischen Kolben und Cylinder 
bedeutet: ^^ j^ ^^ 

Nach dem Principe der virtuellen Verrückungen muss im 
Falle des Gleichgewichtes sein: 



P8s + if8y + siiiV^V8 52 + li;2 8^2 = 0. 

Es werde nun: ^ 

85 

= cost|> 



V8s2+ ^23^2 
und demgemäss: _, ^ 

- _: r^^ _ jzz=. = Sin 9 

V8 5^ + 222 8^2 

gesetzt. Dann folgt: 

PJK cos^H- Jlf sin ^> + e|ii? xV= 0, 

eine Gleichung, die für jede virtuelle Verrückung, also für 
jeden Winkel ^ erfüllt sein muss. 
Bei Substituirung 

PR= VP*Jf^2 + Jlf^co9ß, 

M = VP« E^~-\-~M^ . sin ß 

■wij^Q • 

VP* Ä* + 3P . cos (<1> — ß) + s [j. iVÄ = . 
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Da diese Gleichung für jeden Winkel <J> befriedigt sein soll, 
so ist die Bedingung für das Gleichgewicht: 

oder, wenn: ,^ ^ „ 

M = (J U 

£:esetzt wird: ,- 

Ist specieU: ^ ^ 

«> folgt: P+s^i^lo 
und, wenn: p ^ 



11. Capitel. 

Untersuchung der Beibungswiderstände an speciellen 

Getrieben. 

§ 53. 
Der Keil. 

Ein Keil ÄOB möge zwischen zwei Körpern K und K^ ein- 
geklemmt sein. Dann werden die beiden Körper K und K^ 
Druckkräfte auf die Seiten A und B bedingen und damit 
ßeibungswiderstände, welche einer Bewegung des Keiles ent- 
gegenwirken. 

Der Keilwinkel (Neigungswinkel der beiden Seitenflächen 
OA und OB) sei mit a bezeichnet. Auf die Seite AB möge 
eine Kraft P wirken. Es soll vorausgesetzt sein, dass diese 
Kraft in einer zur Axe (Schnittlinie der beiden Seiten A 
und B des Keiles) normalen Ebene E sich befindet, und deiss 
diese Ebene JE den Keil in zwei symmetrische Theile theilt. 

Unter diesen Voraussetzungen kann es nicht sein, was 
sonst möglich wäre, dass infolge der Kraft P Drehungen des 
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Fig. 105» 



Keiles eintreten. Es kann blos ein tieferes Eindringen des 
Keiles in der Richtung von P oder ein Zurückschnellen sich 
ergeben. 

Die beiden Körper K und Z", werden resultirende Nor- 
maldrücke N und N^ auf die Seitenflächen A und B des 
Keiles bedingen. Diese beiden resultirenden Normaldrücke N 
und N^ müssen infolge der Symmetrieverhältnisse in der Ebene 
JBS sich befinden. Das Nämliche gilt von den beiden Reibungs- 
widerständen: ^y. , ^^ 

(i N und |ii iVi , 

welche durch die Druckkräfte N und N^ hervorgerufen werden. 

Die zu lösende Aufgabe besteht darin die Belationen zu 
finden, welche zwischen der Kraft P und den Normaldrücken 
N und N^ im Falle des Gleichgewichtes existiren. 

Die Normalen zu den Seitenflächen OA und OB soUen 
mit der geraden Linie, in welcher die Kraft P liegt, die Win- 
kel ß imd 7 einschliessen, so dass: 

Für die beiden Grenzen P^ und Pg der Kraft P gegen 
tieferes Eindringen und gegen Zurückschnellen des Keiles 
muss die Kraft P mit den Normaldrücken N und N^ und den 
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maximalen Beibtmgswidersiänden {i j^ und |ti ^j im Gleichge- 
wichte sich befinden. Hierbei sind die Beibtingswiderstände 
p. N und |JLj Ni der Keilaxe weggewandt oder ihr zugekehrt 
einznftlhren, je nachdem es sich nm die Bestimmung der Grenze 
P^ gegen tieferes Eindringen oder um diejenige P^ gegen Zu- 
rückschnellen des Keiles handelt. 

Bie Bedingung, dass fiär den Fall des Gleichgewichtes der 
Kräfte die Summe der Componenten sämmtlicher Kräfte in 
der [Richtung von P und in der zu P senkrechten Bichttmg 
verschwinden muss, liefert für die Grenze P, die beiden 
Gleichungen: 

Pj = ^(cos ß -}- l** sin ß) + -^1 (cofl T + 1^4 sin y) , 
N(8m ß — [t cos ß) = JN^i (sin 7 — (jli cos 7) . 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

sinß-iic osß 
smY — m cosY 

p ^ (1 — t^ m) sin (ß + Y) — (t^ + m) cos (ß + Tf) jy 



sin Y — fi cos f 



oder bei Einfähmng von a: 



1. 



jV ^ sinß — {icoaß ^^ 
' sin Y — Vi cos Y 
I p ^ (1 — t^m)8iP« + (t^ + m)c osa 
( * sin Y — jtj cos Y 

Sind die beiden Beibnngscodfficienten einander gleich: 



N. 



so wird: 



2. 



Sin Y — jt cos 7 ' 



Pr 



(1 — (1^) sin a + 2 (Ji cos a 



jv, 



sm 7 — (1 cos Y 

oder bei Einffthrung des Reibungswinkels: 

rin(ß-p|^ 
3 ^ ^ 8m(Y — p) 

_ si n (a H- 2 f.) 
COS p Sin (y — p) 
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Die andere Orenze P, von P ergiht sich, wenn die Beir 
bongswiderstände |i A'nnd {l, X^ in der entgegengesetzten Bich- 
tnng eingef[ihrt werden, i'^^i wenn in den Gleiehnngen 1 Ihs 3 
— ^ nnd — {1, an die Stelle von (i and y^ gesetzt wird. Es 
folgt 0omit: 



la. 



flinß + jicoßß 

j>, = - . — — , i> , 

' sinT + m coflT 

p = (t — t^Pi) sing — ( ;i + m )co8 g ,^. 
* sin7 + jt, C087 



und speciell für gleiche BeibnngscoefBcienten {i nnd m: 



2 a. 



_sinß + |iooeß 
sinY 4" pi-cosT 
p ^(1 — y'')mi«-^2itco eg^^ 
* sinY + |icos7 



oder: 



3a. 



1 



''«-sin(T + p)''' 
* cos p sin (t + p) 



Der Druck ^ kann willkürlich gewählt sein, dann sind 
durch die Gleichungen 1 bis 3a die Grenzen bestimmt, zwischen 
denen die in vorgeschriebener Richtung wirkende Ej-aft P sich 
befinden mnss, wenn Gleichgewicht vorhanden sein soll. Haben 
Pi und P2 entgegengesetztes Vorzeichen, so liegt: 

P = 

innerhalb dieser Grenzen: es bleibt der Keil in Kühe, wenn 
gar keine Kraft P auf ihn wirkt. Besitzen dagegen P^ und 
P2 das nämliche Vorzeichen, so liegt P = nicht innerhalb 
der Grenzen P^ und P2 : es wird für P = infolge der Druck- 
kraft N jedenfalls eine Bewegung des Keiles eintreten. Ob 
diese Bewegung in einem tieferen Eindringen oder in einem 
Zurückschnellen besteht, hängt von dem Vorzeichen von P, 
und Pg ab. Es ist jedoch selbstverständlich, dass diese Be- 
wegung des Keiles nur in einem Zurückschnellen bestehen 
kann. 
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Am häufigsten treten die beiden speciellen Fälle auf, dass 
die Kraft P parallel zu der einen Seitenfläche des Keiles is:t 
oder mit beiden Seitenfläehen die nämlichen Winkel einschliesst. 

Im ersten Falle ist: 

und somit: 

a + ß=2- 
Dann wird unter der Voraussetzung (i = {tj : 



4. 



* COS* p 

V * COS*p 



Die beiden Qrenzwerthe P^ und P^ besitzen das nämliche 

Vorzeichen, wenn: r. --^ ^ « 

7c — 2p>a>2p, 

dagegen das entgegengesetzte Vorzeichen, wenn: 

< a <C 2 p oder w>a>7r — 2p. 

Für P = tritt ein Zurückschnellen des Keiles ein, sobald: 

7c — 2p >a>>2p. 

Schliesst dagegen die Kraft P mit den Seitenflächen des 
Keiles die nämlichen Winkel ein, ist also: 

n — a 



so folgt ftlr die beiden Grenzen von P unter der Voraussetzung 
von gleichen Reibungscoöfficienten: 

- _8inia4:2p) 

cos p cos ( S 4" P 
sin (a — 2 p) 



5. 



P> = 



COS p cos 



\ 



(l-p) 



N. 
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Sollen diese beiden Qrenzwerthe P^ und P^ das nämliche Vor- 
zeichen besitzen, soll also für P = ein Zurückschnellen des 
Keiles stattfinden, so muss sein: 

« — 2p>a>-2p. 

Sehr einfach gestaltet sich die Bestimmung der beiden 
Grenzwerthe Pj und P^ auf graphischem Wege: 

Die Kräfbe N und |Jl N setzen sich zu einer Kraft R zu- 
sammen, welche mit der Normalen n zur Seite A den Win- 
kel p einschliesst, andererseits die Kxäfte N^ und (l^ ^ zu 
einer Ejraft R^ zusammen, welche mit der Normalen n^ zur 
Seite OB den Winkel p, bildet, und zwar werden die Resul- 
tanten R und R^ parallel den Linien p und p^ sein, wenn es 
sich um die Bestimmung der Grenze P^ handelt, im anderen 
Falle dagegen parallel den Linien q und q^. 

Es sei der Normaldruck: 

N=01 

gegeben. Durch den Endpunct seien zwei zu p und q pa- 
rallele Linien gezogen und zum Schnitt gebracht mit dem in 

1 errichteten Perpendikel auf Ol. Diese Schnittpuncte seien 

2 und 2'. Dann wird die Kraft R bei der Bestimmung der 
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Grenze Pj durch die Strecke 2 der Grösse und Bichtung nach 
dargestellt sein, im andern Falle durch 02'. Duroh denPunct 
sei eine gerade Linie g gezogen, welche die Richtung der 
Kraft P besitzt. Der Schnittpunct derselben mit der zu j\ 
parallel durch 2 gezogenen Linie sei 3; andererseits möge die 
zu q^ durch 2' parallel gezogene Linie den Punct 3' auf g aus- 
schneiden. Dann ist: 

Pi=30, P2 = 3'0, 

^^^^''' ü^=23, 

''^•- i2,=2'3', 

je nachdem es sich um die Bestimmung der Grenze von P 
gegen tieferes Eindringen des Keiles oder gegen Zurückschnellen 
bandelt 

§ 54. 
Die Schraube. 

In der Technik werden scharfgängige und flachgängige 
Schrauben unterschieden, je nachdem die Berührungsfläche 
zwischen Schraubengang und Mutter ein Theil einer scharf- 
gängigen oder einer flachgängigen Schraubenfläche ist. 

Die Axe der Schraube sei vertical angenommen und zur 
;2r-Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystemes gemacht. Auf 
der Schraube möge die Mutter sitzen, welche noch durch ein 
Gewicht belastet ist. Das Gewicht der Mutter und der Last, 
die auf ihr ruht, sei zusammen gleich Q, 

Wirken keine weiteren Kräfte auf die Mutter, so wird 
bei Vernachlässigung der Beibung zwischen Schraube und 
Mutter ein Herabgleiten der Mutter bei festgehaltener Schraube 
sich ergeben. Bei Berücksichtigung des Beibungswiderstandes 
kann es noch immer sein, dass infolge der Grösse des Ge- 
wichtes Q dasselbe den Keibungswiderstand zu überwinden im 
Stande ist und somit ein Gleiten der Mutter auf der Schraube 
eintritt, um nun unter allen umständen eine Bewegung der 
Mutter unmöglich zu machen, soll eine weitere Kraft P auf 
die Schraubenmutter wirken, welche senkrecht zur Axe ist, und 
deren Moment in Bezug auf die Axe den Werth M besitzt. 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 21 
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Es sind die Beziehungen zwischen diesem Momente M und 
dem Gewichte Q bei Berücksichtigung der Seibungswiderstände 
herzuleiten. 

Es ist von vornherein klar, dass die Beibungsverhältnisse 
wesentlich durch den Spielraum bedingt sind, welcher zwischen 
Schrauben gang und Mutter besteht. Es soll derselbe so gross 
angenommen werden, dass nur der obere Theil des Schrauben- 
ganges mit der Mutter in Berührung ist, und dass somit nur 
an der oberen Seite des Schraubenganges ein Eeibungswider- 
stand entsteht. In diesem Falle wird die Reibung den kleinsten 
Werth besitzen. 

Die scharfgängige Schraube möge zunächst behandelt wer- 
den, aus den Formeln für die scharfgängige Schraube ergeben 

sich die der 
flachgängigen 
durch eineSpe- 
cialisirung. 

Die ge- 
rade Linie, 
durch deren 
Bewegung die 
obere Schrau- 
benfläche ent- 
steht,mögeden 
Winkel ß mit 
der horizon- 
talen Ebene 
einschliessen. 
Die Höhe des 

Schrauben- 
ganges sei h. 
Dann sind 
die Gleichun- 
gen der oberen 

Schrauben- 
fläche, auf wel- 
cher dieMutter 
aufliegt: 




Fig. 107* 
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x=^ rcosy, 

Der Parameter r bedeutet hierbei die Länge des Perpendikels, 
welcher von dem betreffenden Puncte der Schraubenfläche aus 
auf die Axe gei^Ut werden kann, während 9 der Winkel ist, 
den dieser Perpendikel mit der Ebene y = einschliesst, resp. 
es sind r und y die Polarcoordinaten der Projection des Punctes 
der Schraubenfläche auf die Ebene z = 0. 

Bei einer Verrückung der Mutter bleibt r für jeden Punct 
der Schraubenfläche constant. Die virtuellen Verrückungen 

sind somit: 

8x = — rsiny 8f , 

8^ = + r cosy 8y, 



/" 9> 



1. 



8^ = A8y, 



und femer ist die Länge des zurückgelegten Bogens: 



8s = yr^ + ^-^8f. 



Jede virtuelle Verrückung der Mutter lässt sich in eine 
verticale Bewegung von der Grösse: 

und in eine Drehung um die z-Axe von der Grösse: 

8(p 
szerlegen. 

Bei einer virtuellen Verrückung leistet die Eraflb Q die 
Arbeit: -Q8z 

und M eine solche: ._«. 

Motp. 

Bei Vernachlässigung des Eeibungswiderstandes besteht nach 
dem Principe der virtuellen Verrückungen Gleichgewicht, wenn: 

21* 
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resp. wenn: - 

Nun wird zwischen Schraube und Mutter ein Beibungs- 
widerstand auftreten. Auf einem Flächenelemente der oberen 
Schraubenfläche, dessen Projection auf die Ebene 2 = ist: 

df=rdrdf 

möge ein Normaldruck: 

Ndf 

lasten. Dann wird dieser Druck einen Beibungs widerstand 
hervorrufen von der maximalen Grösse: 

^Ndf. 

Dieser B.eibungswiderstand leistet bei einer virtuellen Ver- 
rückung eine Arbeit: _ ^ j^rg ^ af. 

Die Arbeit des gesammten Beibungswiderstandes ist somit: 

— ^^f NSsdf. 

Im Falle des Gleichgewichtes muss die von M und Q ge- 
leistete Arbeit zwischen den Grenzen: 

^ J^NSsdf und — iiJ'NSsdf 

sich befinden. Wird demgemäss mit 8 eine Grösse zwischen 
— 1 und -|- 1 bezeichnet, so besteht Gleichgewicht, wenn: 

Hieraus folgt bei Einsetzung des Werthes von 83: 



2. M-Q^'-^^ii-fN^r'+^-^df^O. 

Sind Vi und r^ der innere und der äussere Badius des 
Schraubenganges, n die Anzahl der von der Mutter umspannten 
Schraubengänge, so ist das Integral auf der linken Seite zu 
erstrecken von r = r^ bis ?• = r^ und von ^ = bis (f = 2n7c. 

Der Druck N ist im Allgemeinen von Punct zu Punct ein 
anderer; es ist jedoch von vornherein klar, dass N nur ab- 
hängig sein kann von ?'. Es lässt sich N in einen Theil Nj 
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zerlegen, der von Q hervorgerufen wird, und in einen Theil 
N^j der infolge des Drehmomentes M sich ergibt: 

Es kann angenommen werden, dass die Last Q sich voll- 
kommen gleichmäpssig auf die obere Fläche der Schraube ver- 
theilt. Es wird dann infolge des Gewichtes Q auf ein Plächen- 
element der oberen Schraubenfläche, dessen Projection auf die 
Ebene z = gleich df ist, in der Richtung der 0- Axe eine 
Ejraft wirken von der Grösse; 

qdf, 
Q 



Q = 



71 7c {r\ — r\) 

Für die Winkel, welche die Nonnale der Schraubenfläche 1 
mit den Coordinatenaxen einschliesst, ergeben sich die Werthe: 

~ sin <p + ^ cos 9 tg ß 
cos {n x) = 



^Jll^ + r^ + r^^^^ 



— j^— COS ^ -\- r sin 9 tg ß 
cos {n y) = - 






VrJ^ + ^*+^'tg'ß 



cos {yi z) = 



^/^ll^-r' + rng-^ 



Für den Druck: 

N^ = g cos (n z) 
folgt somit: 

Qr 






Zur Bestimmung des Druckes N^ ist eine weitere Hypothese 
erforderlich. Es kann die Kraft P ersetzt werden durch eine 
Keihe von Kräften aS, welche in den Puncten der oberen 
Schraubenfläche angreifen. Diese Kräfte S mögen alle hori- 
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zontal sein und senkrecht stehen auf dem von dem AngiifiPs- 
puncte auf die Axe der Schraubenlinie gefällten Perpendikel. 
Die sich so für ein Flächenelement, dessen Projection: 

rf/'= r drd^ 

ist, ergebende Krafl möge mit: 

Sdf, 

bezeichnet sein. Die Summe der Momente aller dieser hori- 
zontalen Kräfte Sdf muss dann den Werth M besitzen. Es 

folgt somit: ,^ rr» j^ 

ö M=JSrdf 

Es wird S als Function von r allein betrachtet werden können. 
Bei der Annahme, dass S umgekehrt proportional ist dem 
Badius r: ^^ 

ergibt sich: M^JS^df, 

also: 

woraus folgt: ^ 



S = 



nitr (r^ — r, ) 

Die Kräfte S schliessen mit den Coordinatenaxen die 
"Winkel 9 + „ » — ?> » ^^- ^^^ Cosinus des Winkels, wel- 
chen S mit der Normale der oberen Schraubenfläche bildet, ist: 

cos « = — cos (n x) cos vf + ) — cos {n y) cos ( — <p) , 

also: 

h 

COSO) = 



a^ty^^-i + r^ + r^tg^ß 



Es ruft somit /S einen Normaldruck: 

Mh 



N^ = S cos 0) = 



2 n it« r (r* - r\) "Sj ^^^ + r» + r* tg« ß 



hervor. 
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Der gesammte Normaldrack: 

N= N, + N, 

ist: 

,^ /„ . Mh\ 1 

N= 



in . ^^^M 



71 



^ (rl - rl) \/f^, 4- r» + r* tg^ ß 



und die Gleichung 2 wird: 

V y4^2 + »-' + ^'tg«ß 
oder bei Einsetzung des Wertlies von df: 

Durch Ausführung der Integration in Bezug auf <p ergibt 
sich: 




■■(«'+3V^I 



Q ,r ^ /* . 2 J l"*' ' 2rtW V ' ' 4u« „ 



^ Vi;^2 + r^ + rHg^ß 



Diese hier hergeleitete Formel ist für die Anwendung zu 
complicirt. Es soll daher eine Nähenmgsformel entwickelt 
werden. 

Die beiden Badien r^ und r^ sind im Allgemeinen sehr 
wenig von einander verschieden. Der Fehler, welcher 
begangen wird, wenn in dem Integrale auf der linken Seite 
der hergeleiteten Gleichung an die Stelle von r der Mittel- 
werth : 

2 

gesetzt wird, ist ein sehr kleiner. Näherungsweise ist somit: 
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und daher: 



^ ^h^ y'^^ + ^lV^' + Ä ^ 

■^— ^2^ + ^^- 7=i^.-— =- = 0, 



V^s + ^' + '-^tg^ß 



wo also r das arithmetische Mittel aus r^ und r^ bedeutet. 

Zur Vereinfachung dieser Gleichung soll der Neigungs- 
winkel a derjenigen auf der oberen Schraubenfläche liegenden 
Schraubenlinie eingeführt werden, deren Grundkreis den Badius 
r hat, dann ist: 

tga = 



2rn 



ausserdem möge die Kraft P, deren Drehmoment den Werth 
M besitzt für die Axe der Schraube als Drehungsacxe, in dem 
Abstände r von derselben angenommen sein, so dass: 

M=Pr. 

Dann ergibt sich: 

cos a VI + tg* a + tg^ ß 
oder: 



4, 



P _ sin g Vi + tg^ a + tg2 p — 6 [1 



Q cos a Vi + tg^ a + tg^ ß + 6 [1 tg a 

Die beiden Grenzwerthe P^ und P^ von P entstehen fiir 
e = + 1 j resp. für e = — 1. Es ist somit : 



5. 



p = _?_^ ^.Y } + ^g'_^ + tg' ß — [1 
cos a Vi + tg^ a + tg^ ß + 1^ tg a 

p^ = sin g VJTjbFM^ ^ ß + t^ ^_ 
cos g Vi + tg^ g + tg^ ß — |A tg g 



Zwischen diesen beiden Grenzen muss die Kraft P im 
Falle des Gleichgewichtes sich befinden. Ist P <C Pi , so tritt 
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eiu Abwärtsgleiten der Schraubenmutter ein, während für 
P>P2 die Mutter sich nach aufwärts bewegt. 

Soll auch ohne Anbringung der Kraft P Gleichgewicht 
vorhanden sein, so muss die Gleichung 4 für P = befriedigt 
werden. Dies ist der FaD, wenn: 



sin a Vi -f- tg^ a + tg*^ ß = 6 |i , 
wenn also der Ausdruck: 



sin a Vi + tg» a + tg^ ß 

zwischen den Grenzen: 

— |ji und + (i 
sich befindet. 

Für die flachgängige Schraube ist ß = . Dann folgt 
aus den Gleichungen 4 und 5: 

Q l + ejttga 

5a. r ' + ^'^^^' 

tgaJ-_^ 

1 — I». tga 
Zur Yereinfachong der Formeln 4 und 5 werde : 

1 



Vl + tg»a + tg>'ß = j^ 



cosa 
und 

X [j. = X tg p = tg Pi 
gesetzt. Dann ist: 

eX[j. = tg6i p, 

wo 6, ebenfalls eine Grösse zwischen den Grenzen — 1 und + 1 
bedeutet. Es ergibt sich: 

p 



7. 



Pi=etg(a-p,), 
P2 = <;>tg(a + p,). 

Diese Gleichungen sagen aus : Werden die beiden Kräfte 
P und Q nach demselben Punete, z. B. nach einem Puncte 
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Ä der Axe transportirt und zu einer einzigen Kraft R 
vereinigt^ so muss diese Resultante R mit der Axe einen 
Winkel einschliessen, der zwischen den Qrenzen: 

a — pj und OL -\- pj 

sich befindet. Die Resultante R liegt im Innern des 
Raumes, welcher durch zwei Ereiskegel mit der Spitze A 
und der Schraubenaxe als Rotationsaxe begrenzt ist, deren 
Erzeugenden mit der Axe die Winkel a — pj resp. a -|- p^ 
einschliessen. 

Die graphische Bestimmung von pj , also auch diejenige 
dieser Kegelflächen bietet keine Schwierigkeiten. 
Speciell für die flachgängige Schraube wird: 

und daher: 

P 
6 a. ^ = tg(a — sip), 

7^ fi^i=<?tg(a-p), 

wo p den Eeibungswinkel : 

tg p = [j. 
bedeutet. 

Soll bei der flachgängigen Schraube Gleichgewicht auch 
noch für P = stattfinden, so muss a zwischen den Grenzen 
— p und + p sich befinden. Das Vorzeichen von a entscheidet 
hierbei, ob die Schraube eine rechtsläufige oder eine links- 
läufige ist. 

Beispiel. Auf einer festen vertical stehenden 
flachgängigen Schraube A sitzt eine Mutter B, In den 
äusseren Rand der Mutter B ist ebenfalls ein flach- 
gängiges Schraubengewinde eingeschnitten, auf wel- 
chem eine Mutter G sitzt. Auf die beiden Schrauben- 
muttern B und C soll lediglich das Eigengewicht 
wirken. Wann besteht Gleichgewicht? 

Damit kein Gleiten der Mutter B auf der Schraube A 
eintritt, muss der Neigungswinkel a^ des auf A eingeschnittenen 
Schraubengewindes zwischen den Grenzen — p und + P liegen. 
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Fig. 108. 



Damit kein Herabglei- 
ten der Mutter C eintritt, 
muss das auf dem äusseren 
Itand der Mutter B einge- 
schnittene Gewinde einen 
Neigungswinkel ac^ besitzen, 
der ebenfalls zwischen den 
Grenzen — p und + p sich 
befindet. 

Ist die Bedingung 

— P < *i < + P erfüllt, 
die zweite Bedingung 

— ?<««< + ? dagegen 
nicht erfüllt, so bleibt die 
Mutter B in Buhe, dagegen 

findet ein Herabgleiten der Mutter C auf B statt. 

Ist dagegen der Bedingung — p <! S ^ "l~ P S^^^S^i ^®^ 
Bedingung p < «i <C + p dagegen nicht, so bleiben die Muttern 
B und G relativ in Buhe, und es tritt Gleiten zwischen B 
und Ä ein. 

Ist keine der beiden Bedingungen erfüllt, so ergibt sich 
Bewegung zwischen B und Äj wie auch Bewegung zwischen 
G und B. 

§ 55. 

Die Zapfenreibung. 

Die Beibungsfläche des Zapfens (Berührungsfläche 
zwischen Zapfen und Lagerpfanne) ist irgend eine Rotations- 
fläche. Die Axe des Zapfens sei zur z-Axe eines rechtwinkligen 
Coordinatensystemes gemacht. Die Coordinaten der Reibungö- 
fläche lassen sich dann schreiben: 

{x = ri cos (p , 
?/ = Y) sin (p , 

die Gleichung der Meridiancurve der Reibungsfläche ist. 

Für die Cosinus der Winkel, welche die Nonnale der 
Reibungsfläche mit den Coordinatenaxen bildet, ergibt sich aus 
den Gleichungen 1 : 
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la. 



cos (n x) = — 



cos 7 



Vi + ri 



2 



COS {mj) = 



sin^ 



Vi + V 



2 



cos in z) = — - --- j wo IQ = -H • 

^ Vl + V' ^^ 

Der Zapfendruck i?, welcher auf dem Zapfen lastet, be- 
dingt in jeder Stelle der Beibungsfläche einen Druck, der normal 
zu derselben angenommen sein möge. Ist p der specifische 
Normaldruck, also: «r//* 

der Normaldruck für ein Flächenelement df der Beibungsfläcfae, 
so bewirkt ein solches Flächenelement einen maximalen Bei- 
bungswiderstand : iindf 

welcher der Richtung der durch ein Drehmoment M ange- 
strebten Bewegung des Zapfens entgegengesetzt einzuführen ist. 
Beim Zapfen sind nur Drehungen um die Zapfenaxe mög- 
lich. Der Beibungswiderstand \f*pdf ist somit senkrecht zur 
Botationsaxe und senkrecht zu der betreffenden Meridianebene 
einzuführen, er liefert daher ein Drehmoment für die 5f-Axe 
von der Grösse : (1^7,^/-. 

Das gesammte Beibungsmoment (Summe der Momente sämmt- 
licher Beibungswiderstände) ist also: 

2. M,, = ^Jpridf, 

wo die Integration über die ganze Beibungsfläche auszu- 
führen ist. 

Soll Gleichgewicht stattfinden, so muss der absolute Werth 
des auf den Zapfen wirkenden Drehmomentes M kleiner oder 
höchstens gleich sein dem Beibungsmomente. Wird demgemäss 
mit e wieder eine Grösse zwischen — 1 und + 1 bezeichnet, 
so existirt Gleichgewicht, wenn: 

3. Jtf+eJlf„ = 0. 

k 

Bei jedem Zapfen kommt es auf die Bestimmung des Bei- 
bungsmomentes if„ an. Um M^ zu berechnen, ist es noth- 
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wendig den specifischen Druck p, also das Q^setz zu kennen, 
nach welchem sich der Zapfendmck R auf die Keißungsfläche 
vertheilt. Bezüglich der Druckkräfle p df lässt sich von vorn- 
herein nur aussagen, dass die Summe der Componenten der- 
selben in der Richtung des Zapfendruckes gleich dem Zapfen- 
druck sein muss. Baraus folgt die Gleichung: 

4. J? = Jp cos (w R) df^ 

wenn {nR) den "Winkel bedeutet, welchen die Normale n der 
Beibungsfläche mit dem Zapfendruck einschliesst. 

Durch die Gleichung 4 ist das Gesetz, welches der speci- 
fische Normaldruck p befolgt, noch nicht bestimmt. Es ist 
deshalb nothwendig, eine weitere Hypothese der Rechnung zu 
Grunde zu legen. Diese Hypothese ist eine andere, je nachdem 
der vorliegende Zapfen ein neuer oder ein eingelaufener 
ist. Bei dem neuen Zapfen pflegt in Ermangelung einer 
besseren Annahme der specifische Druck p auf der ganzen 
Reibungsääche als constant angesehen zu werden. Der Werth 
dieser Constanten ist dann durch die Gleichung 4 gegeben. 
Es ist: 

5. \P = 'r' 

wo yP' = J co^{7iR)df 

die Projection der Beibungsüäche auf eine zum Zapfendruoke 
senkrechte Ebene bedeutet Bei Einsetzung dieses Werthes 
von i^ in die Formel 2 folgt: 



6. M^, = ^y jf\df. 



Dagegen wird bei dem eingelaufenen Zapfen aus der gleich- 
massigen Abnutzung der Lagerpfanne in der Richtung des 
Zapfendruckes der Schluss gezogen: 

7. ü=0' > 

wo fttr C aus 4 folgt: 



'' m r-, R 

\ 7 a. C = 



/co8*(nE) ,^ 
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Bei Einf^etznng des Werthes von p in die Formel 2 ergibt sicli: 



oder: 



M,, = ji C/co? 'n R. df 



M^^ = y,CF\ 



In der Technik sind TorzogiKweise die beiden Fälle von 
Wichtigkeit, in denen der Zapfendmck parallel nnd senkrecht 
znr Zapfenaxe ist. In dem ersten Falle wird der Zapfen als 
•Spnrzapfen oder als stehender Zapfen, in dem acweiten 
Falle als Tragzapfen oder sh liegender Zapfen bezeichnet. 

Im Folgenden sollen die Sechnnngen för einige specielle 
Spurzapfen und Tragzapfen durchgeführt werden.* 

A. Der Spnrzapfen. 

Bei dem Spurzapfen ist der Zapfendruck parallel znr 
Zapfenaxe, also parallel znr z-Axe des Coordinatensystemes. 



Dann ist: 

und F' gleich 
Ebene 2 = 0: 




(n R) = (// z) 

der Projection der Beibungsfläche auf die 

r = z{a^ — b^. 

Das Flachenelement der Bei- 
bungsfläche ist: 

df=ridrf dSy 

wo ds das Bogenelement der 
Meridiancurve bedeutet. Die In- 
tegrationen sind von ^ = bis 
f ==2ic und von ij = 6 bis ij = a 
zu erstrecken. 

Für den neuen Spurzapfen 
ergibt sich aus der Formel 6: 



9. 






ß 



\^ds. 



Fig. 109* 



Bei dem eingelaufenen Spur- 
zapfen kommt es auf die Berech- 
nung des in Gleichung 7 a vor- 
kommenden Integrales: 



cf. Grashof. Theoretische Maschinenlehre. Band 2, Seite 250. 
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/' 



C08* (n R) 



df 



an. 



Nan ist: 



cos (w i?) = cos (n z) = -^^-^--1- > 



und, da 



/•cos* («70 ,, /• V* , , 



80 folgt: 

J --;—dr=2ic J .JSr^ = 2^ J coB(nz)drt. 



n ■ ^Vi + T) 

Es wird somit ittr den eingelaufenen Sparzapfen: 

C = 



R 



-■ » 



10. 



2 IC f C08 {71 z)(lri 
,. _ 1 P «L-J^_ 



1) Der konische Zapfen. Bei den konischen Spurzapfen 
ist die Meridiancurve eine ge- 
rade Linie. Der Neigungs- 
winkel derselben gegen die 
Zapfenaxe sei a. 

Dann ist: 



ds 



d-q 



srna 



y 



COS (n z) = sin a . 

Es wird somit ftir den 
neuen konischen Spurzapfen: 







Fig. HO. 



8 






-^b 



8 



— 6* sina 
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AUdmin. 



und ep«<ri«il ftr 4 = 0: 



u _ 2 Ä« 
-" ~ 3 '^ sin « 



daliegen für d^n eicgfrlaafenen konischen Spnnapten: 

2 "^ sin « 



und npedeU far & = 0: 



J4 = ^Sil?^ 
2 am a 



2y Der cjlinderische Zapfen. Bei dem cylindeiiachen 
Zapfen int die Beibangsfläcbe ein Kreisring, dessen MiUelpnnct 
in der Zapfenaxe liegt nnd dessen Ebene senkrecht sor Zapfen- 

axe ist. Die Meridiancnrve ist eine znr 
2^pfenaxe senkrechte gerade Linie. 

Die Formeln f&r den c jlinderischen 
Zapfen ergeben sich ans denen des 



r 



wm 



¥^. \ — I ^^ 






3; 



I 

i 




konischen, wenn a = , also sina = 1 

gesetzt wiid. 

Es ist somit fnr den nenen cylin- 
derischen Spnrzapfen: 

^ 2 pö'-fr» 



/i 



Fig. 111. 



mid speciell ftr ft = 0: 

dagegen für den eingelaufenen cylin- 
derischen Spnrzapfen: 



und «i>eciell ftir 6 = 0: 



^« = -2'^^^' 
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B. Der Tragzapfen. 

Bei dem Tragzapfen ist der Zapfendrack senkrecht zur 
Zapfenaxe und kann somit in der .r-Axe des Coordinatensystemes 
angenommen werden. Dann ergibt sich: 

/ T)\ / \ cosy 

cos (nRj= — cos (n x) = — . - — • 




Fig. 112* 

Als Eeibungsfläche ist derjenige Theil der Lageroberfläche 
anfisufassen, welcher unterhalb der Ebene x = liegt. Die 

Integrationen sind von 9 = — ^ bis y = + - zu erstrecken. 



11. 



Für den neuen Tragzapfen folgt aua Formel 6: 



■M,. = t (i y Jif ds 



wo F' die Projection der Beibtmgsfläche auf die Ebene ic = 
bedeutet 

Bei dem eingelaufenen Tragzapfen kommt es auf die Be- 
rechnung der Constanten: 

R 



C = 



1 



cos^ {n R) 



an. Nun ist: 

Henneberg^, Statik der atarren Syateme. 



T] 



df 



22 
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j'^!!^af^f^r-.ä.i. 



=-^/r 



ds 

+ ?"* 



woraus sich bei Einsetzung des Werthes: 



ergibt : 



oder: 



Es folgt: 



•R r dz 



f 



27 Vi + ij'* 



If^ 



sin (nz) dz. 



C= 2i? 



ir jf sin (w z) dz 
und daher ist fOr den eingelaufenen Tragzapfen: 

r 1t J sin (n ;sr) ar 

1) Der konische Zapfen. Es ist wieder: 

^ ^^ 

sma 

cos (w 2) = sin a , 

sin (w 5f) = cos a . 

Es ergibt sich: 

,2 



/ 



/ 



a' — b' 



7] ds '"'~ 

* 3sina 



sin (w z) dz = (a — b) — 1 

^ ^ ^ ' sina 



tga 
und somit wird für den neuen konischen Tragzapfen: 

C~ 3 (a« — ö«)co8a 
und fOr den eingelaufenen konischen Tragzapfen: 

« cos a 
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2) Der cylinderisohe Zapfen. Bei dem cylinderiflchen 
Zapfen ist: a = b = r 

nnd zwar wird r als der Zapfenradius bezeichnet. 

Die Formeln für den cylinderischen Zapfen lassen sich 
aus denen für den konischen Zapfen herleiten, wenn a = b = r 
und gleichzeitig a = gesetzt wird. 

Es folgt für den neuen cylinderischen Zapfen: 

und für den eingelaufenen cylinderischen Zapfen: 

In der Technik ist vorzugsweise der eingelaufene cylinde- 
risohe Tragzapfen von Wichtigkeit. Die für denselben herge- 
leitete Formel lässt sich durch die Substitution: 

V.' = ^^- 

auf die einfache Form bringen: 
13. M„ = v.'Rr. 

Der Coefficient jt', welcher in dieser Gleichung vorkommt, 
wird als der Coefficient der Zapfenreibung bezeichnet. 
Er lässt sich aus dem Coefficienten der gleitenden Iteibung 
berechnen, doch ist es zweckmässiger, ihn direct experimentell 
zu bestimmen. Die für (i' durch Versuche gefundenen Werthe 
finden sich in der Tabelle II. 

Die Formel 13 ist einer einfachen geometrischen Inter- 
pretation föhig: 

Auf den Zapfen sollen eine Reihe von Kräften Pi wirken, 
welche alle in der nämlichen zur Axe des Zapfens senkrechten 
Ebene sich befinden. Dann können diese Kräfbe im Allge- 
meinen zu einer einzigen Kraft vereinigt werden, deren Grösse 
P und deren Hebelarm gleich a sein wird, so dass das Bewe- 
gung anstrebende Moment ist: 

M=Pa. 

22* 
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Bei Transportinmg der 
Kraft P nach dem Drehpuncte 
des Zapfens tritt an die Stelle 
der Kraft P die nach parallel 
verschobene Ej-aft P nnd ein 
Krftftepaar mit dem Momente Pa. 
Das so erhaltene Kräftepaar, 
dessen Moment gleich dem Dreh- 
momente M der gegebenen Kraft 
P in Bezag anf als Drehpunct 
ist, wird eine Drehung des Zapfens 
anstreben. Die nach demPancte 
parallel verschobene Kraft P 
liefert den Zapfendruck. 
Der Zapfendruck ergibt sich bei Transportirang sämmt- 

licher Kräfte nach der Aze des Zapfens nnd Vereinigung 

daselbst. 

Es ist: M,, = ^'Pr 

und infolge der Gleichung 3 existirt Gleichgewicht, wenn: 

es muss der Hebelarm a der Kraft P kleiner sein als ji' r, 
resp. höchstens gleich ^' r. Die Kraft P schneidet oder be- 
rührt im Falle des Gleichgewichtes den mit dem Radius: 

um den Drehpunct geschlagenen Kreis. 

Dieser Kreis möge der Reibungskreis genannt werden.*) 
Die Grösse der Kraft P ist von keinem Einflüsse auf das 
Gleichgewicht, sondern nur die Lage. 

Es kann sein, dass die auf den Zapfen wirkenden Kräft^e 

*) In der schönen, im vorliegenden Capitel mehrfach benutzten Schrift 
von Herrmann: „Zur graphischen Statik der Maschinengotriebe", Braun- 
schweig 1879, ist der Reibungskreis bei einer grossen Anzahl von prak- 
tischen Beispielen zur constructiven Bestimmung des Reibungswider- 
standes verwandt. Für den Radius des Reibungskreises ist jedoch da- 
selbst der Werth rsinp angegeben. 



d. h., wenn: 
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eich zu einem Kräftepaare Q, — Q vereinigen. *Dann ist der 
Zapfendrack und somit auch das ßeibungsmoment gleich NuU. 
Es wird unter allen umständen Bewegung stattfinden. Der 
hergeleitete Satz führt zu dem nämlichen Eesultate, da das 
Kräflepaar als eine unendlich ferne und unendlich kleine Kraft 
angesehen werden kann, also ein Schnitt der resultirenden 
Kraft mit dem Reibungskreise nicht vorhanden ist. 

Es wird vielfach der Reibungswiderstand des eingelau- 
fenen cylinderischen Zapfen durch eine zum Zapfen tangen- 
tiale Kraft von der Grosse: 

ersetzt, welche in einem beliebigen Puncte des Zapfens an- 
greift. Wenn es sich nur um das Reibungsmoment handelt, 
ist diese Annahme natürlich berechtigt, da das Moment dieser 
Kraft stets den "Werth: „' jj.^ 

besitzt. Dagegen ist diese Annahme bei der Bestimmung der 
Reactionskräfbe nicht zulässig. 

Der durch ein Flächenelement elf 
der Reibungsfläche bedingte maximale 
Reibungswiderstand liefert eine hori- 
zontale (resp. zum Zapfendrucke senk- 
rechte) Componente von der Grösse: 

d 11= |ip cos y df 

und eine verticale (resp. zum Zapfen- 
drucke parallele) Componente: 

dV= \ipainf df. 

Die horizontale Componente der 
Reibungskraft (Resultante aus sämmt- 
lichen Reibungs widerständen) ist daher: 

11= [i J^2^ cö^ ? df 

V= \}.J*psm^ df. 

Da die sämmtlichen normalen Druckkräfte pdfais Resul- 
tante den Zapfendruck ergeben, so folgt: 

J^pcoa(pdf= R 




Fig. 114* 



und die verticale: 
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also: 

r=o. 

Die Reibungskraft F ist senkrecht zum Zapfendrucke 
anzunehmen und ist gleich dem Producte aus dem Goeffi- 
cienten (t der gleitenden Reibung und dem Zapfendruck: 

Ist k der Hebelarm der Reibungskraft Fj so ist das Bei- 
buBgsmoment einerseits: nRJc 

andrerseits nach Formel 13: 

14. |i.' JB r. 

Es ergibt sich durch die Gleichsetzung dieser beiden 
Werthe: 

r 

15. k = ^r. 

V- 

Der Hebelarm der Beibungskraft ist gleich dem Pro- 
ducte aus dem Quotienten — der beiden Reibungsco6ffi- 

cienten [i' und \l und dem Zapfenradius. 

4|A 
Wird für (i' def berechnete Werth - angenommen, so 

folgt: ^ 

k = — r 

TZ 

oder näherungsweise: 

A = |r. 

Die Reibungskraft F liefert im Drehpunct einen zweiten 
Zapfendruck, der sich durch eine parallele Verschiebung von 
F nach ergibt, also zum Zapfendruck R senkrecht steht. 

Diese beiden Zapfendrücke F und R setzen sich zu einem 
resultirenden Zapfendrucke Q zusammen von der Grösse: 



Q=Vü;2 + Jpa = Vl4-^2j>^ 



Die Theorie der Beibnng. 



343 



welcher, da: 

F Ru. , 

mit dem Zapfendrucke R einen Win- 
kel einBchUesst, der gleich dem Bei- 
bongswinkel p der gleitenden Bei- 
bung ist. 

Die Annahme ist sehr plausibel, 
wenn nicht gar evident, dass in dem 
FaUe: 




Fig. 115* 



also einer Bewegung des Zapfens das Einfressen des Zapfens 
in das Lager in der Sichtung dieses resultirenden Zapfen- 
druckes Q erfolgt. 

Es braucht kaum darauf aufmerksam gemacht zu werden, 
dass die Gleichgewichtsbedingung für jeden anderen Zapfen 
sich in ähnlicher Weise geometrisch interpretiren lässt wie 
die Gleichgewichtsbedingung des eingelaufenen cylinderischen 
Tragzapfen. 

Beispiel: Auf einem festgehaltenen Zapfen möge 
ein Sad von dem Gewichte G sitzen, auf welches noch 
eine weitere Kraft Q wirkt. Wann besteht Gleichge- 
wicht des Bades? 

Bei dem vorliegenden Beispiele 
wird das Lager durch das Bad ge- 
bildet, und das Lager ist beweglich, 
während der Zapfen fest ist. Auch 
auf diesen Fall sind die hergelei- 
teten Formeln anwendbar, da es 
sich blos um die relative Bewegung 
zwischen Zapfen und Lager handelt, 
und es gleichgiltig ist, ob der Zapfen 
oder das Lager festgehalten ge- 
dacht wird. 

Für das Gleichgewicht ist er- 
forderlich, dass die Besultante P 
aus den beiden Kräften G und Q, 
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die auf das Bad wirken, den Beibangskreis schneidet resp. ihn 
berührt. 

§ 56. 
Beispiel. Der HeM. 

An den Pancten A nnd B eines zweiarmigen Hebels greifen 
zwei Kräfte P nnd Q an, sowie im Schwerpuncte S das Ge- 
wicht G. Die Winkel, welche die nach auswärts gerichteten 
horizontalen Linien mit den Kräften P und Q einschliessen 
seien a und ß, die Hebelarme der drei Kräfte P, Q, G seien 




^^^t 




Fig. \n. 

Pj qj fi. Es sollen bei Berücksichtigung der Zapfenreibung die 

Bedingungen des Gleichgewichtes aufgestellt werden. 

Die Kräfte P, Q und G rufen ein Drehmoment hervor 

von der Grösse: ,^ ^ ^ i ^ 

M=Pp— Qq-Y Gs. 

Das Beibungsmoment ist: 

wenn R den Zapfendruck und r den Zapfenradius bedeutet. 
Für das Gleichgewicht muss sein: 

Pp—Qq+Gs-\'^}f:Rr = 0. 

Der Zapfendruck R ergibt sich als Besultante der drei 
nach dem Drehpuncte transportirien Kräfte P, Q, G. 

Die Summe der horizontalen Componenten von P, Q^ G 

^^' if=Pcosa — gcosß, 
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die der verticalen: 

F=Psma + (?sinß + (?, 
und somit ist der Zapfendrack: 



2 



R = ViP+ F« = V(Pcosa — Q cosß)^ + (Psina + (?sinß +G) 

Die Bedingung für das Gleichgewicht wird daher: 
1. = Pp~Qq^r G5+e|i.V VlPcosö^ycosßp+Cftin^^^^ 

Die Grenzwerthe für das Gleichgewicht ergeben sich für 
s = + 1 und s = — 1. 

Sind Qy G, p, q, s, a, ß gegeben, so sind die beiden 
Grenzwerthe Pj und Pg von P die Wurzeln der Gleichung 
zweiten Grades: 

(P/j—(?g+Gs)^=|i'V«{(Pcosa—(?cosß)2+(Aina+(?8inß+ (?)'}. 
In dem speciellen Falle, dass die Elräfte P und Q vertical 
sind, also a = ß = - ist, vereinfacht sich die Gleichung 1. Es 
wird: 

2. Pp^Qq^G8 + B\L'r{P+Q+G) = 

und die beiden Grenzwerthe P, und Pg von P werden: 






Sehr einfach wird die Bestimmung der beiden Grenz- 
werthe Pi und Pg auf graphischem Wege mit Hülfe des Eei- 
bungskreises: 

Soll Gleichgewicht vorhanden sein, so muss die Resul- 
tante S der drei Kräfte P, Qj G den Reibungskreis schneiden 
oder berühren. Die Resultante T der beiden Kräfte Q und G 
sei durch Construction eines Kräfteparallelogrammes gefunden. 
Die Resulante S von T und der in der gegebenen Geraden l 
liegenden Kraft P muss durch den Schnittpunct D von l mit T 
gehen. Dieser Punot D sei zum Angriflfepunct von T gewählt. 
Die beiden Grenzwerthe Pj und Pg von P ergeben sich durch 
Construction von Kräfteparallelogrammen, wenn die Resultante 
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Fig. 118* 

S in den beiden Tangenten angenommen wird, die sich von 
D aus an den Beibungskreis ziehen lassen. 

Aufgabe: Die beiden gegebenen Kräfte Q und G 
seien zu einer resultirenden Kraft T vereinigt Von 
der Kraft P sei nur der Angriffspunct Ä gegeben, da- 
gegen die Kichtung willkürlich gelassen« Es ist das- 
jenige Gebiet der Ebene zu finden, in welchem der 
Endpunct E der Kraft P im Falle des Gleichgewichtes 
liegen muss (Gleichgewichtsgebiet der Kraft Pfür den 
Angriffspunct Ä). 

Die Entfernung des Angriffspunctes A der Kraft P vom 
Drehpunct sei a. 

Es möge zunächst der Beibungswiderstand unberücksich- 
tigt bleiben. Dann ist die Summe der Drehmomente von P 
und T in Bezug auf als Drehpunct gleich Null. Der End- 
punct E der Kraft P liegt auf einer zu 0-4 parallelen Ge- 
raden g. Die Seite von Ä, auf welcher g zu liegen kommt, 
ist durch den Drehungssinn der Kraft T gegeben. Die Ent- 
fernung der Gerade g von OÄ folgt aus der Bedingung, dass 
ein Dreieck mit der Basis OÄ und der Spitze auf g inhalts- 
gleich sein muss dem Dreieck, welches die Kraft T zur 
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und den Punct zur Spitze hat. Diese gerade Linie g wird 
jedenfalls innerhalb des Gleichgewichtsgebietes liegen. 

Ln Falle des Gleichgewichts der Kräfte AE = P und T 
bei Berücksichtigung der Beibung muss die ßesultante S der- 
selben den Reibungskreis schneiden oder ihn berühren. Von 
vornherein ist klar, dass E auf der Peripherie des Gleichge- 
wichtsgebietes sich befindet, wenn S den ßeibungskreis berührt. 
Diese Bemerkung liefert eine einfache Construction des Gleich- 
gewichtsgebietes. 

Es sei durch A eine beliebige Gerade l gezogen, in 
welcher die in Ä angreifende Kraft P liegen soU. Im Schnitt- 
puncte D derselben mit T sei der Angriffspunct von T ange- 
nommen. 

Liegt die Besultante der beiden Kräfte T und P in dem 
Durchmesser D des Keibungskreises, so existirt auch Gleich- 
gewicht bei Vernachlässigung des ßeibungswiderstandes. Die 
Seite D G^ des construirten Kräfteparallelogrammes mit der 
Diagonale D stellt diejenige Kraft P dar, welche für den 
Fall des Gleichgewichtes und bei Vernachlässigung der Rei- 
bung in l anzubringen ist. Wird demgemäss die Strecke D G^ 
von Ä aus auf l abgetragen: 

DG,=ÄG, 

so ist der Eudpunct G der aufgetragenen Strecke jedenfalls 
ein Punct von der geraden Linie g. Da g \\ Ä^ so ist g durch 
den Punct G bestimmt. 

Von D aus sei die eine Tangente t an den Beibungskreis 
gezogen und ein zweites Kräft^eparallelogramm construirt, dessen 
Diagonale in t liegt, dessen eine Seite durch die Kraft T ge- 
geben ist und dessen andere Seite in l ÄUt. Die Seite D E^ 
dieses Kräfteparallelogrammes stellt den einen Grenzwerth P^ 
der bei Berücksichtigung des ßeibungswiderstandes in l anzu- 
nehmenden Kraft P dar. Ist daher: 

DE, =AE, 

so ist E ein Punct der Peripherie des gesuchten Gleichge- 
wichtsgebietes. Der zweite Schnitipunct der Peripherie des 
Gleichgewichtsgebietes mit l würde sich ergeben haben, wenn 
an die Stelle von t die andere Tangente von D aus benutzt wäre. 
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Flg. 119. 

Die Diagonale des constraiiten Krafteparallelograinmes 
8t^Ilt die Resultante <S^ der beiden Kräfte Pj and T der Grösse 
und Lage nach dar. 

Da die Resultante der beiden Kräfte T und A G durch 
geht und vi (r in eine Kraft: 



und eine Kinft: 



Px=ÄE 
F = EG 



«ortkllt^ Ä> besitzen die beiden Kräfte: P' = E G und S^ 
ebentklls eine dun*h gehende Besultante. Eis folgt daraus, 
da^J die Momente der beiden Kräfte /** und iC, ' für als Dreh- 
punot dem abÄ^luten Werthe na^h einand^* gleich sein 
inüs^^n. Ks; isft daher: 



.S5 = /:t;.//, 



w^r*i: mit 3 der Kadius: 



^ r 
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des Beibungskreises und mit h die Länge des von auf l ge- 
fällten Perpendikel H^ bezeichnet wird. 

Die Länge des von E auf g gefällten Perpendikel EH 
möge mit B^ bezeichnet sein. Dann folgt aus der Aehnlichkeit 

der Dreiecke: 

l\AOH^ und /\GEH 
die Gleichung: 

EG.h = Rya. 

Es ist somit auch: 
resp. 

Nach dem Puncte A als AngriflEspunct möge die mit dem 
entgegengesetzten Vorzeichen genommene Krafb T transportirt 
sein. Der Endpunct G dieser so in A erhaltenen Krafl: 

— T=AC 

hat dann vom Puncte E eine Entfernung R^^ welche infolge 
der Congruenz der Dreiecke: 

AACE und A E,DS^ 

ebenfalls gleich S^ ist. 
Es ergibt sich daher: 

4 -^2 _ ^ , 

ü, \i r 

d. h. das Yerhältniss aus den Entfernungen der Puncte 
der Randeurve des Gleichgewiclitsgebietes von dem Puncte 

G und der Geraden g ist constant und zwar gleich — — - 

^ r 

Die Randeurve ist ein Kegelschnitt mit dem Brennpuncte 
G und der Directrix g. 

Da die Grade g innerhalb des Gleichgewichtsgebietes 
sich befindet, so ist das Gleichgewichtsgebiet derjenige 
durch den Kegelschnitt 4 begrenzte Bereich der Ebene^ 
in welchem die Brennpuncte nicht liegen. 

Der Kegelschnitt 4t, welcher das Gleichgewichtsge- 
biet begrenzt, ist eine Hyperbel, wenn: 
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a 



|i. r 



>1, 



wenn also der Angriffspnnct A der Kraft P ausserhalb 
des Beibungskreises liegt; femer eine Ellipse fftr:. 

^ <i, 

d. h. wenn A innerhalb des Beibungskreises liegt und eine 
Parabel fElr: 



a 



= 1, 



d. h. wenn Ä sich auf der Peripherie des Beibnngskreises 
befindet. 

§ 57. 
Die Sailreik«a|. 

üeber einen festgelagerten, starren, cjUnderischen Körper 
K von beUebigem Orthogonalschnitte sei in der Ebene eines 
Orthogonalschnittes vom Pancte A bis zum Pancte B ein 
Seil (Riemen, Band, oder allgemein ein Zngkraftorgan) ge- 
schlungen, an dessen Endpuncten A und B zwei in der Ebene 
des Orthogonalschnittes hegende uud natürlich tangentiale 
Kräfte P und Q angreifen. 

Der vom Seile umschlungene Winkel (Winkel der Nor- 
malen in A und B) möge mit a bezeichnet sein. 

Der Bewegung 
des Seiles steht in- 
folge der Berührung 
des Seiles und des 
Körpers K ein ßei- 

bungswiderstand 
entgegen, welcher 
alsderWiderstand 
der Seilreibung 
bezeichnet werden 
soll. Aus den allgemeinen Gesetzen der Beibung lässt sich 
dieser Widerstand der Seilreibung berechnen. 

Es möge ein Längenelement d s des Seiles betrachtet wer- 




Fig. 120. 
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den. Die in den Endpuncten Ä und B' consfcruirten Normalen 
sollen einen Winkel d^ mit einander einschliesen. Dann ist: 

wenn p den Krümmungsradius bedeutet. 

Die Kräfte P und Q rufen in jedem Puncte des Seiles 
eine Seilspannung hervor, die stets die Bichtung der Tan- 
gente besitzt. 

Die Spannung des Seiles im Puncte Ä möge gleich S 
sein; diejenige im Puncte J5' wird sich von S nur um eine 
unendlich kleine Grösse unterscheiden und möge deshalb mit 
S'\' dS bezeichnet werden. Die Spannung S feilt in die 
Tangente in Ä^ die Spannung S'\-dS in die Tangente 
in B\ 

Ist gerade noch Gleichgewicht vorhanden, so ist die 
Differenz d S der Spannungen in Ä xmd^ B gleich dem maxi- 
malen durch das Längenelement ds bedingten Reibungs- 
widerstande. Es ist somit: 



1. 



d,S =\lN, 



S-^-dS 



wenn N die durch die Spannungen S und S-{- dS hervorge- 
rufene Normalpressung des Längenelementes ds des Seiles auf 
den Körper K bedeutet. 

Die beiden Span- 
nungen S und S-^- dS 
setzen sich zu einer in 
C angreifenden Kraft 
zusammen. Wird die- 
selbe in eine in den 
Durchmesser C des 
Krümmungskreisesfal- 
lende und in eine zu 
OG senkrechte Com- 
ponente zerlegt, so lie- 
fert die in OC fallende 
Componente die Nor- 
malpressung ^. Zu der 
Normalpressung N liefert daher S einen Beitrag: 




Fig. rn. 
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Sbiü ~- 

und die Spannung S-\- dS einen solchen: 

(S + rfS)8in-2?. 
Es wird: 

i^=(2Ä+rfÄ)8in^'^, 

woraus sich bei Vernachlässigung der unendlich kleinen Grössen 
höherer Ordnung ergibt: 

2. N=Sdf. 

Bei Einsetzung des ftir N gefundenen Werthes in die 
Gleichung 1 folgt für die im Seile herrschende Spannung S 
in dem Falle, dass gerade noch Gleichgewicht vorhanden ist, 
die Differentialgleichung: 

dS=\LSdfp 
oder: 

3. ~^ = ^dtp. 

Durch Integration ergibt sich: 

S=c.eV'f. 

Für den Punct Ä muss die Spannung S in P und fiir 
den Punct JS in ^ übergehen. 

Der Schnittpunct der Normalen in A und B sei zum Null- 
puncto des Coordinatensystemes gewählt und der Winkel ^ von 
OB aus gemessen. Dann ist S=Q für 9 = 0, also: 

c=Q 
und somit: 

Für den Angriffspunct Ä von P ergibt sich, je nachdem 
P7>Q oder P<CQ die Spannung: 

oder: 
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ir 



Die beiden Grenzwerthe Pj und Pg der £raft P bei ge- 
gebenem Werthe von Q sind: 



5. 



und 






2 = Q 

Ist P>Pj, so tritt eine Bewegung des Seiles ein in 
dem Sinne der Kraft P und für P<CP^ eine solche im Sinne 
von Q. ' 

Es besteht Gleichgewicht, wenn: 

QeV'^:>P>Qe~'^^j 
oder wenn: 

6. p=Qe^V'^ 

ist, wo: 

— 1<6<+1. 

Der maximale Reibungswiderstand Pj — Q, resp. Q — P2 ist: 



7. 



resp. \F={l — e~V'^)Q 



Die Bestimmung der beiden Grenzwerthe Pj und Pg lässt 
sich mit grösster Bequemlichkeit graphisch bewerkstelligen, 
wenn eine logarithmische Spirale: 

gezeichnet vorliegt * 

Es sei um den Pol als 
Centrum ein Kreis mit dem 
[Radius 7'=Q geschlagen und fo 
derjenige Punct P der Spirale 
bestimmt, welcher zu dem 
]Badius Vector r =3 Q gehört. 
Dann sind die beiden geraden 
liinien g^ und g^ durch den 
Pol zu ziehen, welche mit 
O jB den Winkel a, resp. — a 
eiüEN^hliessen. Die Schnitt- 
puncte Dj und Dg derselben Fig. 122, 

* Herrmann, Zur graphiscben Statik der Maschinen get riebe. 

(fenneberg, Statik der starren Systeme. 23 
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mit der logaritimiischen Spirale bestimmen die beiden Grenz- 
werthe: P,=OD, nnd P^ = OD^. 

Die Gleichung 6 sagt ans, dass das Yerhältniss der beiden 
Kräfte P nnd Q unabhängig von der angenommenen Grösse 
der Kraft Q im Falle des Gleichgewichtes zwischen den Gren- 
zen e^ nnd e ^^ sich befindet. 

Es sei der vom Seile umspannte Winkel a nnd so jede 
der Bichtnngen der beiden Kräfte P nnd Q gegeben. Die- 
selben mögen sich in C schneiden. Für irgend einen beliebigen 



<^' 




Fig. 123^ 

Werth von Q seien dann die beiden Grenzwerthe P, nnd P^ 
mit Hülfe der logarithnüschen Spirale bestimmt. Die in C an- 
greifenden Besnltanten R^ nnd R^ von Q nnd P^, resp. Q nnd 
P2 bestimmen dann einen Winkelranm, in welchem die Eesnl- 
tante der Kräftie P nnd Q bei beliebigem Werthe von Q im 
Falle des Gleichgewichtes liegen mnss. 

Bei einem Seile, das auf einem festen Körper K anfliegt, 
kommt ausser dem Widerstände der Seilreibung noch ein wei- 
terer Widerstand, der Widerstand der Seilbiegung oder 
Steifigkeit, in Betracht. 

Eine Berechnung desselben lässt sich nicht gut anstellen. 
Die Versuche haben bezüglich der Grösse dieses Widerstandes 
der Seilbiegung zu der empirischen Formel geftkhrt: 

8« 
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In derselben bedeutet R den Badins der Trommel, auf 
welcher das Seil aufliegt, in Centimetem, 8 die Dicke des 
Seiles in Centimetem ; k ist ein Erfahrungscoefficient und 

zwar: * = 0,186 für neue trokene Hanfseile, 

*= 0,247 für getheerte Hanfseile, 
Ä: = 0,3 für nasse Hanfseile. 

Für S ist die grössere der in den Seilenden herrschenden 
Spannungen einzuführen. 

Ist Q gegeben, so sind demgemäss bei Berücksichtigung 
der Seilreibung und der Seilbiegung die Grenzwerthe P^' und 
P2 von P: 



'p/-=eI^«(l + Ä^)(? 



9. 



Q 



\ 



P' = e~^^ - 



Diese Formeln vereinfachen sich bei Einführung eines 
"Winkel ß, der durch die Gleichung bestimmt ist: 

10. i-j-Ä^ = eP-ß 

und aus der logarithmischen Spirale: 

sich als derjenige Winkel 9 ergibt, welcher zu dem Badius 
Vector : gs 



gehört. 

Dann wird: 

11. 



R 



P/ = ef^(« + ß)(?, 



\p,' = c-H-(« 



+ ß) 



<?. 



Der Einiluss der Seilbiogung entspricht einer Vergrösse- 
Tung des vom Seile umspannten Winkels a um ß. Die beiden 
Grenzwerthe Pj ' und P^', sind durch die logarithmische Spirale: 



r = e^^^ 



ebenso wie die Grenzwerthe P^ und P^ gegeben. 

23^ 
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Eb exLstirt Oleichgewicht^ wenn: 

12. P=t^{^(«+ß)^. 

Erklärt wird dieser Widerstand der Seilbiegnng dadmch, 
daas bei einem Gleiten des Seiles aof der Trommel die Fasern 
des Seiles, welche die Trommel verlassen, gerade gerichtet nnd 
diejenigen Fasern, welche auf die Trommel kommen, gebogen 
werden müssen. 

Dieser Widerstand der Seilbiegnng ist nicht von der 
Wichtigkeit wie der Widerstand der Seilreibong. Bei vielen 
Untersnchnngen wird daher der Widerstand der Seübiegong 
nnberücksichtigt gelassen. 

Aufgabe: Bei der beigezeichneten Bandbremse soll 
untersucht werden, wie gross die Kraft Q sein muss, 
welche auf den Endpunct B des Hebels A^ B wirkt, da- 
mit durch dieselbe eine Rotation der Trommel K ver- 
hindert wird, deren Bewegung durch eine auf den Um- 
fang wirkende Kraft R angestrebt wird. 




Fig. 124, 

Die Spannungen in den beiden Biemenenden seien S^ und 
Äg , a sei der vom Eiemen umschlungene Winkel der Trommel 
K. Der in sich ergebende Zapfenreibungswiderstand möge 
nicht berücksichtigt werden. 

Soll gerade Gleichgewicht herrschen, so muss: 

und R = Si—S^ = (el'(« + ß)— 1)5, 



i 
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sein. Damit die auf den Hebel wirkenden Kräfte im Gleich- 
gewichte sich befinden, muss die Bedingung erfüllt sein: 

wo & = AB ist. 

Bei Einsetzung des Werthes: 

R 



tba 



,{«■(« + ß) 



ergibb sich: 






Die hier behandelte Aufgabe gestattet eine einfache, 
graphische Lösung. 

Nach Annahme eines beliebigen "Werthes von S^ sind mit 
Hülfe der logarithmischen Spirale: 

die beiden Grenzwerthe: 

der Spannung S^ bestimmt. Durch Zusammensetzung der 
Kräfte S^ und S/, resp. S^ und S^" ist dann derjenige Win- 
kelraum gefunden, in welchem die Resultante der auf die Seil- 
enden wirkenden Kräfte im Falle des Gleichgewichtes liegen 
muss. Die beiden durch den Schnittpunct C der Spannungen 
Ä, und S^ gehenden geraden Linien, welche diesen Winkel- 
raum begrenzen, seien ^^ und g^ ; ihre Entfernung vom Mittel- 
punct der Trommel sei a. 

Ist die Krafb B auf den Hebelarm a gebracht, so muss 
die sich ergebende Kraft B\ wenn dieselbe in g^ angenommen 
wird, mit der Kraft Q im Gleichgewichte stehen. Dies ist 
der Fall, wenn die Kesultante der in gi angenommenen Kraft 
B' und der Kraft Q durch den Drehpunct Ä des Hebels geht. 
Durch diese Bedingung ist die Kraft Q bestimmt. 

Soll der Zapfenreibungswiderstand in Ä mit berüoksich- 
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Fig. 125* 

tigt werden, so muss die Besultante aas R' und Q den Bei- 
bungskreis mit dem Mittelpunct Ä berühren. 



§ 58. 
Beispiel. Die Rolle. 

Es werden in der Technik feste und lose Bollen oder 
besser gesagt festgelagerte und lose gelagerte Bollen 
unterschieden. Unter einer fest gelagerten Bolle wird eine 
Bolle verstanden, deren Zapfen im Baume festgelagert ist, 
unter einer lose gelagerten Bolle eine Bolle, deren Zapfen 
seine Lage im Baume verändern kann. 

A, Die festgelagerte Bolle« 

Ueber eine festgelagerte Bolle K sei ein Seil geschlungen, 
an dessen Enden zwei Kräfte P und Q angreifen. Es sind 
die Bedingungen des Gleichgewichtes aufzustellen. 

Der Badius der Bolle sei a, der des Zapfens r, das Ge- 
wicht der Bolle (r, der vom Seile umspannte Winkel a. Die 
Kräfte P und Q sollen mit den nach auswärts gerichteten 
Horizontalen die Winkel f und ^ einschliessen. Zwischen den 
Winkeln a, tp und ^ besteht hierbei die Belation: 

Die horizontale und die vertioale Componente H und V 
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FsiHf 



c 

Fig. 126* 

des Zapfendruckes ergeben sich als Summen der horizontalen, 
resp. der verticalen Componenten der Kräfte P, Q, G. Es ist: 

H= Pcosy — Qcoa^, 
F=Psinf + ^8in4^+ G 

und somit der Zapfendrack: 



2 



E = V(Pcos9 — Q cos ^y + {Painf + ^sin^^ + G) 
nnd das Ileibnngsmoment: 

if = |x' r V(Pcos(p — Q cos(|i)2 + (Psiny + §sin<|>~+ G)^ 

Der durch die Differenz der Momente von P und Q an- 
gestrebten Eotation der EoUe wirkt einerseits das Beibungs- 
moment, andererseits das Moment des Seilbiegungswiderstandes 
entgegen. Ist P> §, so ist das Moment des Seilbiegungswider- 
standes: fi8 

k-Pa = k8^P 
a 

und der Drehungssinn dieses Momentes stimmt mit demjenigen 
der Ejrafb Q überein. Ist dagegen P<CQy so ist der absolute 
Werth des Momentes des Seilbiegungswiderstandes: 

k-Qa = kS^Q 
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und der Drehungssinn desselben stimmt mit demjenigen der 
Kraft P überein. 

Soll keine Rotation der Bolle stattfinden, so folgt somit 
die obere Grenze Pj der Kraft P für eine gegebene Kraft Q 
aus der Gleichung: 

1. Pa (l - A^l = Qa + [tV V(Pc<My-§cos»W ^ + (Psin(p+ ^sin^H- GY 
und die untere Grenze P^ aus der Gleichung: 

2. Qa\l-k J=Pa+(iVV(P^osy-Öc^)^+(Psin(p+§sin^HG^)^- 

Die hier für P^ und P^ hergeleiteten Gleichungen sind 
allerdings vom zweiten Grade. Ein Zweifel darüber, welche 
der Wurzeln die in Betracht kommende ist, kann jedoch nicht 
entstehen, da der in 1 und 2 vorkommende Wurzelausdruck 
stets positiv und in 1 Pi > (?, dagegen in 2 P^<^Q sein 
muss. 

Sind die beiden Kräfte P und Q vertical gerichtet, ist also 

^ = (|) = — , SO vereinfachen sich die Gleichungen 1 und 2. 
Für P, folgt: 

la. Pajl— /i:^) = $a + (i'r(P+(?+(?) 

und für P^: 

2a. (?a(l— ÄM = P(» + |J.'r(P-f <?+ö). 

£a ergibt sich: 



3, 






Soll kein Gleiten des Seiles auf der Rolle stattfinden, so 
muss die Gleichung: 

a 



P^e^P'^^ + Wi?, wo e^^ = l + k 



Die Theorie der Reibung. 361 

erfüllt sein. Die obere Grenze Pj' der Krafl P für eine ge- 
gebene Kraft Q und unter der Bedingung, dass kein Gleiten 
des Seiles eintritt, ist: 

und die untere Grenze: 

5. P/ = c-t^(* + ß)(?. 

Es sei Q^P angenommen. Dann ergeben sich folgende 
Fälle: 

Für P,>P,\ also Q>P,>P,': 

1) Es ist Q>P>P^, Die Rolle wie das Seil sind in 
Buhe. 

2) Es ist P^^ P^ P^, Das Seil bewegt sich und nimmt 
die Eolle mit. Ein Gleiten des Seiles auf der Rolle tritt nicht 
ein; die Geschwindigkeit des Seiles ist gleich der Peripherio- 
geschwindigkeit der Rolle. 

3) Es ist P^"^P, Das Seil bewegt sich und nimmt die 
Rolle mit. Die Geschwindigkeit des Seiles ist jedoch grösser 
als die Peripheriegeschwindigkeit der Rolle, es tritt ein Gleiten 
des Seiles auf der Rolle auf. 

Für P^'>P^, also Q>P^'>P,: 

1) Es ist Q>P>P^\ Die Rolle und das Seil befinden 
sich in Ruhe. 

2) Es ist P^'>P>P^, Das Seil bewegt sich, die Rolle 
dagegen nicht, es findet ein Gleiten des sich bewegenden Seiles 
auf der in Ruhe bleibenden Rolle statt. 

3) Es ist P^^P, Seil und Rolle bewegen sich. Bei 
dieser Bewegung ist jedoch die Geschwindigkeit des Seiles 
grösser als die Peripheriegeschwindigkeit der Rolle, so dass das 
Seil auf der Rolle gleitet. 

Für P^' = P^: 

1) Es ist Q>P>P^. Rolle und Seil sind in Ruhe. 

2) Es ist 1\^P. Rolle und Seil bewegen sich; jedoch 
ist diese Bewegung mit einem Gleiten des Seiles auf der Rolle 
verbunden. 

In ähnlicher Weise lassen sich die erhaltenen Resultate 
fiir P>^ interpretiren. 
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-^ Die graphische Bestimmang der vier GrenzwerÜie Pn P2 9 
Pi',P2 ist eine höchst einfache. Bezüglich derjenigen von 
P, und Pa ist Folgendes zu bemerken: 

Die beiden Grenzwerthe P^ und Pg ergeben sich, wenn 
die Besultante aus sämmüichen Kräften den Eeibungskreis be- 
rührt. Da nun der "Widerstand der Seilbiegung keinen Druck 
%uf den Zapfen, wohl aber ein Drehmoment hervorruft, so ist 
bei der Construction dieser ßesultante der Widerstand der 
Seilbiegung als ein £räftepaar einzuführen, dessen Moment 
mit dem Drehmomente des Widerstandes der Seilbiegung über- 
einstimmt. Ist 9!>P, so dass das Moment des Widerstandes 
der Seilbiegung den absoluten Werth: 

und den entgegengesetzten Drehungssinn wie die Kraft Q be- 
sitzt, so setzt sich also hierbei die Kraft Q mit dem als Kräfbe- 
paar einzuführenden Widerstände der Seilbiegung zu einer 
einzigen Kraft zusammen, die durch eine parallele Verschie- 
bung von Q sich ergibt imd deren Hebelarm den Werth: 

besitzt. 

B. Die lose gelagerte Eolle. 

Ueber eine lose gelagerte Holle von dem Gewichte G, 
an deren Zapfen ein Gewicht L hängt, sei ein Seil geschlungen, 
auf dessen Enden zwei Kräfte P und Q wirken. Wann be- 
steht Gleichgewicht? 

Der Radius der Bolle sei a, der des Zapfens r. Die 
Winkel, welche die Kräfte P und Q mit der Horizontalen ein- 
schliessen, seien fp und ^. Dann ist der vom Seil umschlun- 
gene Winkel der Bolle: 

« = ?> + *. 

Damit der Zapfen seine Lage im Baume nicht verändert, 
müssen die Kräfl^e P, Q, Gj L, nach dem Drehpuncte des 
Zapfens transportirt, sich aufheben. Daraus folgt, dass die 
durch den Schnittpunct C der Kräfte P und Q gehende Be* 
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Boltante von P und 
Q verücal naoh auf- 
wärts gerichtet sein 
und die Grösse : 

G + L 

besitzen muss. Es 
darf daher nur die 
Grösse und Rich- 
tung der einen der 
Kräfte P und Q an- 
genommen werden, 
dann ist die Grösse 
und Richtung der 
anderen Kraft be-: 
stimmt. Statt dessen 
empfiehlt es sich, 
die Winkel f und ^ 
als bekannt voraus- 
zusetzen. Dannfolgt 
für die Grösse der Kräfte P und Q: 





Fig. 127. 



6. 



OOB^ 



-r. {G + L), 



sin (<p 4" ^) 
(^ Sir ''^ ' -'^ 



sin {f 4~ ^) 

Soll kein Gleiten des Seiles eintreten, so muss die Be- 
dingung: p_,s,.(a + ß)^ 

erfüllt sein. Bei Einsetzung der "Werthe von P, Q und a folgt 
daraus: 



7. 



cos 9 

Auf den Zapfen der Bolle wirkt lediglich das Gewicht i, 
das Moment des Zapfenreibungswiderstandes ist qomit: 

M„ = uf Lr. 
r 

Für P'^Q, resp. 9>^ folgt die obere Grenze der Kraft 
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P bei einer gegebenen Kraft Q unter der Bedingung, das» 
keine Eotation der Bolle stattfindet, aus der Qleiohnng: 



Pail — k^ = Qa-\-\t.'Lr. 






Bei Einsetzung der Werthe von P und Q ergibt sich für die 
untere Grenze von y die Gleichung: 

Lr 

8. cos ^{a — ft 8^) = a cos y + |i' 77-7—7 ^^ (? + 4*) • 

Cr -|— Li 

Andererseits ergibt sich bei einem gegebenen ^ für die obere 
Grenze von y die Gleichung: 

Lr 

9. cos y (a — A 8^) == a cos «p + ^ t^t" t ^^^ (? + 1*) • 

Cr -f- iy 

Aus den Gleichungen 7, 8, 9 lässt 
sich in jedem einzelnen Falle er- 
kennen, wann Gleiten des Seiles auf 
der Rolle und wann eine Itotation 
der Bolle stattfindet. 

Ein Gleiten des Seiles auf der 
Rolle tritt nicht ein, wenn die durch 
den Schnittpunct G der Kräfte P 
und Q gehende Verticale innerhalb 
des im vorigen Paragraphen ana- 
lytisch wie graphisch bestimmten 
Winkelraumes sich befindet. 

Soll keine Rotation der Rolle 
stattfinden, so muss die Resultante 
aus sämmtlichen Kräften den Rei- 
bungskreis mit dem Mittelpunct O 
schneiden oder berühren. Hierbei 
ist jedoch das in angreifende Ge- 
wicht G der Rolle nicht zu berück- 
sichtigen, da es weder einen Ein- 
fluiss auf den Zapfendruck noch einen 
solchen auf die Rotation der Rolle 
besitzt. Die Kräfte P und Q wie der Widerstand B der Seil- 
biegung sind bei der Bestimmung der Resultante durch Kräfbe- 




Fig. 128. 
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paare zn ersetzen, deren Momente mit den Momenten dieser 
Kräfte übereinstimmen, da P, Q^ B keinen Einfluss auf den 
Zapfendruck, wohl aber einen solchen auf die Botation der 
KoUe haben. 

Es möge P'^Qj also f^^ sein. Dann hat der Wider- 
stand der Seilbiegnng die Grösse: 

B = k - P. 
a 

Die beiden durch P und B bedingten Kräftepaare setzen sich 
zu einem Kräftepaare zusammen, welches durch zwei Kräfte 
von der Grösse P gebildet wird. Die eine dieser Kräfte geht 
durch den Drehpunct 0, die andere entsteht durch eine paral- 
lele Verschiebung von P nach dem Drehpuncte zu um die 
Grösse: ^§2 

Diese verschobene Kraft P möge die Kraft Q in einem Puncte 
C treffen. 

Da die Resultante der beiden Kräfte P und Q vertical 
nach aufwärts gerichtet ist und die Grösse G + i ^^^7 so 
entsteht bei Vereinigung der Kräftepaare: 

Pa — kS^P 

und des durch Q bedingten Kräftepaares: 

— Qa 

ein Kräftepaar; welches aus zwei Kräft;en von der Grösse: 

gebildet ist, die in den durch den Drehpunct und den Punct 
C bestimmten verticalen Linien sich befinden und zwar ist 
hierbei die in C angreifende Kraft: 

G + L 

nach aufwärts, die in angreifende nach abwärts gerichtet. 

Soll keine Rotation der Rolle eintreten, so muss die Re- 
sultante B aus dem Zapfendruck L und dem jetzt erhaltenen 
Kräftepaare den Reibungskreis schneiden oder berühren. Die 
Kraft jK ergibt sich jedenfalls durch eine parallele Verschie- 
bung von L. Für den Hebelarm x von L folgt die Gleichung: 
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wenn b die Entfernung des Punctes C von der durch gehen- 
den yerticalen Linie bedeutet. Es ist also: 

10. :. = &^-^ 

Es findet keine Rotation der EoUe statt, wenn: 

11. 0<^^4^-^<,'r. 

Durch Construction ergibt sich der Hebelarm x der resnltiren- 
den Blraft i2, indem das durch die beiden Kräfte G-^-L ge- 
bildete Kräftepaar auf die Basis L gebracht wird. 

§ 59. 
Die wälzende Reibung. 

Als Widerstand der wälzenden Reibung wird der- 
jenige Widerstand bezeichnet, welcher sich dem Rollen einer 
auf einer Unterlage befindenden Walze entgegensetzt. 

Bei dem Rollen einer Walze auf einer Unterlage ergibt 
sich, dass bei einer Umdrehung der von der Axe zurückgelegte 
Weg nicht mit der Peripherie eines Breitekreises überein- 
stimmt. Es ist daher jedenfalls das Rollen der Walze auf der 
Unterlage mit einer Gleitung auf der letzteren verbunden, 
und es kann somit der Widerstand der wälzenden Reibung 
auf den der gleitenden Reibung zurückgeführt und durch ihn 
erklärt werden.* 

Der Widerstand der wälzenden Reibung ist als ein Kräfte- 
paar einzuführen, das sich einer Bewegung der Walze ent- 
gegensetzt. Das Moment dieses Kräftepaares wird in der Form: 

eQ 

angenommen, wo Q den Normaldruck der Walze auf die Unter- 
lage und e einen Erfahrungscoefficienten bedeutet. Die Ver- 



* Ueber die Beziehung zwischen der gleitenden und der wälzenden 
Reibung gibt eine Abhandlung von 0. Heynold Aufschluss: Phils. 
Transact. Vol. 166 und Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1877. 
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suche über die Grösse von e sind noch ungenügend. Bei 
Walzen und Bahnen von Eisen oder hartem Holze pflegt: 

e = 0,5 Millimeter 

gesetzt zu werden. 

Ist M das angreifende Moment, so findet Gleichgewicht 
statt, wenn der absolute Werth von M kleiner oder höchstens 
gleich e Q ist, wenn also: 



1. 



wo 



-l<e< + l 



ist. Ist dagegen der absolute Werth von M grösser als ^(p, 
so tritt eine Drehung der Walze ein. Dieselbe ist jedoch bei 
Berücksichtigung der wälzenden Reibung eine solche, als wenn 
der absolute Werth des angreifenden Momentes einen um eQ 
kleineren Werth besfisse. 

Auf eine Walze von dem ßadius a möge eine in der 
Axe angreifende und zu derselben senkrechte Krait R wir- 
ken. Die Walze möge mit 
einer Erzeugenden A auf einer 
festen Unterlage ruhen. Der 
Winkel, welchen die Kraft R 
mit der Senkrechten zur Unter- 
lage einschliesst, sei f. 

Die Rotation der Walze 
kann filr einen Moment als 
eine Drehung irai die Erzeu- 
gende A angesehen werden. Das 
angreifende Moment M besitzt 
daher den Werth: 




Fig. 129. 



2. 



M= RasuKp. 



Da nun: 



Q = Rcoaf^ 

so findet Gleichgewicht statt, wenn die Bedingung: 

Rasintp — Be R cosy = 
oder: 
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3. tgf — s-=0 

erfüllt ist. 

gemacht, dann sagt die Gleichung 3 aus, dass im Falle des 
Oleichgewichts die Kraft li innerhalb des Winkelranmes 
Ä OA" liegen muss. 

Ist dagegen die Gleichung 3 nicht erfüllt, so ist die Be- 
wegung der Walze eine solche, als wenn das bewegende Mo- 
ment die Grösse: jj^ ^q 

also die Grösse: t^ / • n 

R (a sinf — e cos 9) 

besässe. Nun ist aber: 

b = a adny — e cosy 
gleich der Entfernung des Punctes A' von der Kraflbi2. Das 
bewegende Moment ist somit gleich dem Momente der Kraft 
R in Bezug auf den Funct A\ welcher von A die Entfer- 
nung e besitzt^ als Drehpnnct. 

Der "Widerstand der wälzenden Beibung hat denselben 
Einfluss auf das Gleichgewicht und die Bewegung der Walze, 
wie eine Berührung der Walze mit der Unterlage innerhalb 
des ganzen durch A' und A" bestimmten Flächenstreifens. 
Wäre nämlich die Walze von ^' bis ^^ abgeflacht, so würde 
Gleichgewicht vorhanden sein, wenn die Kraft R innerhalb 
des Winkelraumes A'OA'' läge; dagegen würde im anderen 
Falle eine Rotation um A' resp. A" entstehen. 

Ist gerade Gleichgewicht vorhanden, so muss die Kraft R 
in OA' resp. OA" fallen* 

Beispiel: In der Axe einer auf einer horizon- 
talen Unterlage ruhenden Walze vom Gewichte G 
greift eine Kraft P an, welc^he in einer zur Axe der 
Walze senkrechten Ebene sich befindet. Es soll unter- 
sucht werden, welchen Winkel die Kraft P mit der 
horizontalen Ebene einschliessen muss, damit eine mög- 
lichst kleine Kraft P schon eine Bewegung der Walze 
hervorruft. 

* Vergl. die schon citirte Schrift von Herrmann. 
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Soll gerade Gleichgewicht vorhanden sein, so muss die 
Resultante R der Kräfte G nnd P in die Linie OA' (resp. 
OA") fallen. Sie werde in OÄ angenommen. Von aus sei 
auf der Senkrechten zur Unterlage die Kraft G aufgetragen: 

G=01. 

Wird dann in der Linie 
OÄ ein beliebiger Punct B 
angenommen; so ist Gleich- 
gewicht vorhanden, sobald 
die Kraft P parallel zu 1 jB 
ist und die Grösse: 

P=1B 

besitzt. Den kleinsten Werth 

erhält daher P, sobald \B der 

Fusspunct ist des von 1 auf 

OA' gefällten Perpendikels, 

wenn also der Winkel ^j den die Kraft P mit der Horizontalen 

einschliesst, gleich dem Winkel Ä OA ist. Dann ist: 

P=Gaia^ 
und, da: 




so wird: 



tgi> = -. 



P=G 



Va« + e^ 



Es sei die Unterlage, auf welcher die Walze ruht, unter 
einem Winkel a gegen die Horizontale geneigt. Der Winkel 
AOA' möge mit ß bezeichnet sein. Der kleinste Werth von 
P, für welchen gerade noch Gleichgewicht vorhanden ist, er- 
gibt sich, wenn P den Winkel: 

ß-a 

mit der Horizontalen einschliesst und dieser kleinste Werth ist: 

P=G^sin(ß — a). 

Ist a]>ß, so geräth die Walze schon infolge des Eigen- 
gewichtes ins Hollen. 

Henneberg, Statik der starren Systeme. 24 
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Beispiel: In der Axe eines zweiräderigen Wagens 
greift eine Kraft F an. Wann ist bei Berücksichti- 
gnng der Zapfenreibnng Gleichgewicht vorhanden, 

falls der Wagen anf einer 
horizontalenUnterlage rnht? 

Soll gerade Gleichgewicht 
vorhanden sein, so mass die Re- 
sultante der Kräfte P nnd G 
parallel sein zu der Tangente 

AI) des Reibungskreises. Der 

Winkel, welchen diese Tangente 
mit der Yerticalen einschliesst, 
sei 7. Dann eigibt sich: 




A'^A 



Fig. 131. 



AC = 



C0 = 



Da 



{t'r 
sin 7 



AC-\-CO = a, 



so folgt der Winkel 7 aus der Gleichung: 

fl sin7 — € COS7 = |i' r . 

wo r den Zapfenradius bedeutet nnd a den Radius der beiden 
Räder. 

Der grösste Werth von P, ftr welchen gerade noch Gleich- 
gewicht vorhanden ist, ergibt sich, wenn die Kraft P unter 
dem Winkel 7 gegen die Horizontale geneigt ist, und dieser 
grösste Werth von P ist: 

P = G sin 7 . 

Ist die Unterlage unt^r einem Winkel a gegen die Hori- 
zontale geneigt, so ist die Kraft P unter einem Winkel: 

7 — a 

gegen die Horizontale geneigt anzunehmen, falls gerade noch 
Gleichgewicht vorhanden sein und ihre Grösse einen möglichst 
kleinen Betrag besitzen solL 

Gleichgewicht ist vorhanden, sobald die Resultante der 
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Kräfte P und G parallel zu einer geraden Linie ist, welche 
sowohl den Beibungskreis wie die Strecke Ä A" schneidet. 

Aus dieser Betrachtung ergibt sich die zweckmässigste 
Neigung der Deichsel des zweiräderigen Wagens gegen die 
Horizontale. 

Für Wagen mit vier Ilädem ist die Untersuchung in ana- 
loger Weise durchzufuhren. Es ist jedoch bei denselben zu 
berücksichtigen, dass bei einer geneigten Bahn das Gewicht 
des Wagens sich nicht gleichmässig auf die einzelnen Bäder 
vertheilt. 



-•x^ 



Berichtigungen. 






Seite 55. In Figur I sollte der Pol mit 0' statt mit bezeichnet sein. 
71. In Zeile 6 von oben sollte stehen statt 0. 
80. In Figur 46 fehlt bei den Kräften P," und P/, welche den 

Richtungssinn von iT haben, je der eine obere Strich. 
85. In Zeüe 3 von unten sollte in der Gleichung für f stehen 

Y statt X. 
136. In Zeile 15 von oben sollte in der Gleichung fiir ^ stehen 
il statt d. 



n 



„ 162. In Zeüe 5 von unten sollte stehen x-^ statt x. 
„ 241. In Zeile 11 von unten sollte stehen 2 3 statt 2 4. 
In Zeile 3 von unten sollte stehen IV statt III. 

301. In Zeile 8 von oben sollte stehen {b — ';) statt {b — y). 

348. In Zeile 6 von unten sollte stehen S^ statt S^'. 

352. In Zeile 3 von unten sollte stehen a statt 9». 
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